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PRÉFACE. 


La principale différence entre cette édition et la pré- 
cédente consiste dans l’addition d’un Chapitre consacré 
aux propriétés des champs de vecteurs et dans un plus 
ogrand développement donné à l’étude des potentiels 
newtoniens. Un Mémoire récent de M. Schmidt a donné 
à cette dernière théorie un caractère de précision et de 
simplicité dont nous avons été heureux de profiter. Nous 
y avons ajouté un léger aperçu de quelques-unes de ses 
applications à la Physique mathématique. 


C. Jorpan. 


ISR24 T7 


COURS 


ANALYSE 


L'ÉCOLE POLYTECHNIQUE. 


SECONDE PARTIE. 


CALCUL INTÉGRAL. 


CHAPITRE LI. 
INTÉGRALES INDÉFINIES. 


I. — Intégration des fonctions rationnelles. 


1. Soit f(x) une fonction de la variable indépendante x, 
laquelle reste continue dans un certain intervalle AB si x est 
une variable réelle (ou synectique dans un certain domaine E 
si x est une variable complexe). 

Nous avons vu (t. 1, n°% 82 et 202) qu'il existe dans cet 
intervalle (ou dans ce domaine) une infinité de fonctions. 
admettant pour dérivée f(x) ou, ce qui revient au même, pour 
différenuelle f(x) dx. Ces fonctions diffèrent les unes des 
autres d’une quantité constante, qui peut être choisie arbi- 
trairement. Nous les avons appelées les intégrales indéfinies 
de f(x) dx et nous sommes convenu de les représenter par 


la notation / f(æ) de. 


J. — II. L 
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L'objet du présent Chapitre est l’étude du problème sui- 
vant : 


Une fonction f(x) étant donnée, trouver ses intégrales. 


2. Nous avons déterminé dans le Calcul différentiel les 
dérivées d’un certain nombre de fonctions simples. Nous 
sommes par là en mesure d'écrire immédiatement les inté- 
grales de celles-ci; on aura, par exemple, 


(Æ 71 +1 k 
fx — ayn de = EE + const. si mi—1, 
3 m+I 
1e 
Cr DÉMPES log (x — a) + const., 
dx 
HAE == TFC tang æ —— const., 
dx ; 
Tes 4 lATCSIN TA ECONSE, 
I1— x? 
ex 
enCATE + const., 
m 
à cosm x 
SiINMTAX—=— ——— + const., 
m 
sin mn 
cosmx dx — ——— + const. 
LCR À 


3. Pour intégrer les différentielles plus compliquées, on 
peut employer trois artifices principaux : 


1° Décomposition en éléments simples. — On met la 
fonction f(x) sous la forme 


f(a)=a file) +eafi(æ) +... 


OÙ Ci, Co, ... soient des constantes, et f,, f», ... des fonc- 
tions qu'on sache intégrer. On aura alors 


frerde= à fpnte)de + (rte) de +... 
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2° Intégration par parties. — Elle est fondée sur la for- 
mule 


fete) Ce) de = o(e) 4e) — fee) ta) de, 


qui ramène le calcul de l'intégrale de o(x) Y'(x) à celui de 
l'intégrale de (x) Y(æx), laquelle est parfois plus aisée à 
obtenir. | 

Considérons plus généralement l'intégrale 


IE dem) dr. 


L'application répétée de la formule précédente donnera 
successivement 


J+ tm) dx — ) IPF x [+ (Du) dx 
— ) DUR] x op’ DU) +f + WE dx 


— o ginr1) Da og" (2) re (— 1}! gr} d 


EE (— 1)" f ot) À dx. 


En particulier, si & est un polynome de degré inférieur 
à m,0(” sera nul, et l'intégrale qui figure au second membre 
se réduira à une constante. 


3° Changement de variable. — Si l'on pose 
(1) | æ — p(t), 
il viendra | 
LUE LOC) E di o\(t)dE, 


et la différentielle f(x) dx se changera en f[+(t)]o'(e) de. 
Si l’on peut trouver l'intégrale F(4) de cette dernière, il 
suffira d'y substituer pour £ sa valeur tirée de l’équation (1) 
pour obtenir l'intégrale de f(x) dx. 


\ 


2) 
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4. Intégration des CPR rationnelles. — Soit à inté- 
grer l'expression 


F0) 
FU 


où f(æ)et F(x) sont des polynomes entiers de degré m etr 
respectivement. 

Soient a; b, ... les racines de l'équation F(x) =; 
&, 8, ... leurs ordres de multiplicité respectifs; on pourra 
(t. I, n°215) mettre la fraction donnée sous la forme 


F(æ) R ne. 
— M— il One ro eo Mae 
F(x) M x + M,x +... + 
A A 
1 2 © 
Nr (&e EN (x ua 
VAPEUR SNA A RTE AE EUR Ps 
x — b (x — b})? (æ — b}P 
SE PR ed ML ere 


la partie entière Mx”7#—+,.. se réduisant d’ailleurs à zéro 
SiMm< nn. 

Chacun des termes de l'expression ainsi décomposée est 
immédiatement intégrable; et l’on aura 


mMm—n+1 m—n 
J(x) We Mx Li MERE QUES My-n2 + conàt. 
F(x) M—R+HI m—n 
À, A 
HORS na ris (i— a)(x — a)! 
B B 
BG ne) ei a 


9. Si les racines a, b, ... ne sont pas toutes réelles, 
l'expression précédente de l’intégrale sera compliquée d’ima- 
ginaires ; mais 1l est aisé de les faire disparaître si les coeffi- 
cients de f(x) et F(x) sont réels. 

En ellet, soit par exemple a—u+ vi une des racines 
imaginaires. L'équation F(x) = o admettra la racine conju- 


guée u — y cavec le même ordre de multiplicité. Soit à cette 
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racine; on aura $ —#%. Les coefficients A,, A:, ... seront 
des quantités complexes telles que p; + qui, pa+ qui, ...5 
et les coefficients B,, B:, ... seront les quantités conjuguées 
Pi— it, Pa— quoi, .... Cela posé, on aura 


Ailog(æ—a)=(pi+qi)log(x —pu— vi) 


et, comme æ—u—y1 a pour module UE: 1h)? vise 
pour argument 


) æ 1 
ALCATEL CLAN à 
æ V 
il viendra 
A;log(x — a) 


= (Pi+ gt) Los VTz — up)}+v? + arc ang —E e£. |. 


Effectuons les multiplications et ajoutons la quantité con- 
juguée B,log(x — b); les termes en £ disparaîtront et les 
termes réels seront doublés : 1l viendra donc 


A;log(æ —a)+B;log(x—b) 
LC ee 
— plogl(æ —p}}+%|—2g;arc tang = —E + qiTe 
V 
La partie transcendante de l'intégrale peut donc se mettre 
sous forme réelle par l'addition des termes conjugués. On 
arrivera évidemment au même résultat pour la partie ration- 


nelle en ajoutant chaque fraction à sa conjuguée. 


6. Ajoutons ensemble les fractions simples rationnelles 
qui figurent dans l’expression (2); nous obtiendrons, en 
désignant par 7 le nombre des racines distinctes &, b,...,un 


’ M \ La Le 
résultat de la forme p> où le dénominateur 


(ra) (pepe 


est de degré a—1+8$—1+...—=n—r;,etle numérateur M 
de degré 7 — r — 1 au plus. 
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D'autre part, la somme des termes logarithmiques 
Ailog(xæ — a)+ B,log(æ—b)+..., 


a pour dérivée 


A, B, N 
— + = — 
nn À CAR Q 


Q désignant le polynome de degré r 
Q—(x—a)(xz—b)... 


et N un polynome de degré r — 1 au plus. 
Si donc nous prenons la dérivée de l’équation (2), 1l 


FOR TE Cr 


viendra 


Il désignant un polynome de degré m—n, qui existera 
seulemént dans le casoùm=n. 


7. Hermite à fait cette remarque intéressante que, pour 
effectuer le calcul des polynomes IT, M, N, P, Q, il n’est pas 
nécessaire de résoudre l'équation F(x) = 0. 

En effet, Il est le quotient de la division de f(x) par F(x). 
D'autre part, on sait, par la théorie des racines égales, que P 
est le plus grand commun diviseur de F(x) et de sa dérivée 
(divisé, s’il y a lieu, par le coefficient de son premier terme); 
il s’obuiendra donc par de simples divisions. Enfin, si À est le : 
coefficient du premier terme de F(x), on aura 


Etre) = Gr ar Pen 


d’où 
ie Se pa 


Q s'obtient donc également par une division. 
Reste à déterminer M et N de manière à satisfaire à l’équa- 
ton 
Æ N M N M'P — MP! 
fe ie +($ le 29) | ME ER ms LE. 


Ho Q P? 
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Mulüipliantles deux membres par F(x)=—2PQ, il viendra 


fte)—HE(æ)—ÀPN +AQM'—AM LS 

Or f(x) —HF(x), reste de la division de f(x) par F(æ). 

est un polynome de degré n — 1; il en est de même de 

chacun des termes du second membre; car le dernier terme, 

bien que se présentant sous une apparence fractionnaire, est 
enter; en eflet, P’ étant divisible par 


(æ—a}2(x — D}... 
QP’ est divisible par P. 


En identifiant les deux membres de l’équation précédente, 
on obtiendra un système de n équations linéaires pour déter- 
miner les coefficients des polynomes M, N; ceux-ci sont 
aussi au nombre de n; car M et N sont respectivement de 
degrés n—r—1etr —:1. 

Nous pouvons ainsi, par des opérations toutes rationnelles, 


= en deux parties, l’une II + (5) 


immédiatement intégrable, l’autre = dans laquelle le dénomi- 


Q 


nateur n’a plus que des racines simples. 


décomposer la fraction 


Si N est identiquement nul, cette seconde partie disparaît, 
et l’intégration est terminée. Dans le cas contraire, la frac- 


° N A . r , ! à 
uon— ne peut être intégrée qu'en la décomposant en frac- 


Q 


üons simples, ce qui nécessite la résolution de l’équa- 
H'on 0) —=;0: 

8. L'intégration des fractions rationnelles peut encore être 
présentée de la manière suivante. 

Nous avons vu (t. [, n° 214) que toute fraction dont le 
dénominateur est un produit de facteurs premiers entre eux 
peut être décomposée en une somme de fractions partielles, 
ayant respecuvement ces divers facteurs pour dénominateurs. 


Cela posé, soit £ la fraction considérée, et soient P,, P;, ... 
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les produits des facteurs binomes 3 — a, x — b,... qui cor- 
respondent aux racines simples, aux racines doubles, etc. 
de F, de telle sorte qu’on ait 


F—P,P2P3.... 


On sait (t. I, n° 212) que les facteurs P,, P,, ... peuvent 
être obtenus par des opérations rationnelles. D'ailleurs 
chacun d’eux n’a que des racines simples; enfin ils sont 


premiers entre eux; on pourra donc mettre : sous la forme 


d’une somme de fractions 
M, 
DRE 
2 


qu on aura à traiter isolément. Nous avons donc ramené la 
question de l'intégration au cas d’une fraction 


M 
Px ) 


où le dénominateur est une puissance d’un polynome P 
n'ayant que des racines simples. 

L'intégration par parties va nous permettre de ramener ce 
problème au cas où u = 1. Supposons en effet u > 1. 

Le polynome P étant premier à sa dérivée, on pourra dé- 
terminer deux polynomes À, B tels qu'on ait AP + BP'= 1. 
On aura donc à 


M M(AP + BP’) AM BMP’ 


PE SPP LC Den 


pe . I 
RE DeB + T2 . ? à 
On pi St la dérivée de F— p: Puis On aura donc, d’après 


la formule de lintégration par parues, 


pu “ | BM ou. (BM) 
(1—p) PH (1—p)PEi? 
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et, par suile, en posant pour abréger 


M3 BM MT 
pe [G=mpuri] pri 


eten intégrant 


M BM * M 
frdr= ne + / Dr de. 

On à ainsi ramené le calcul de l’intégrale cherchée à celui 
d’une intégrale analogue où l’exposant de P est réduit d’une 
unité. En changeant à en u — 1 et M en M, dans cette for- 
mule, on trouvera de même, en posant 


AM, — 


ve ie M, 


Ha Fe 
M BM, LE 
D tt 
Put TT (—p)Pr Rs rie 
et ainsi de suite, jusqu’à ce que l’exposant de P soit réduit à 
l'unité, auquel cas on devra recourir à la décomposition en 


éléments simples, qui donnera la partie logarithmique de 
l'intégrale. 


9. Proposons-nous, comme exemple, d'intégrer l’expres- 
sion 
Ed 
[(æ — a) + p?IF 


Il sera utile de commencer par un changement de variables, 


en posant 
æ—a+fGé, d’où drsatls 


On en déduit 
RE) dar ar = FRE ES) 


[tx — a+ pe GE )e 


Séparant dans le numérateur les termes de degré pair de 
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ceux de degré impair, on pourra le mettre sous la forme 
o(F)+m(E)e 


L'intégrale cherchée sera donc la somme des deux sui- 


ot p(E)tde 
G+ ee) a+ te) 


Pour intégrer cette dernière, posons 


vantes : 


IST 0: d’où DIT EU 


elle deviendra 


I | 
5 pitu —1) du | 
ee 


Cette expression se décompose en une somme de termes 
dont chacun, étant le produit d’une constante par une puis- 
sance de uw, est immédiatement intégrable. 

Passons à l'intégrale 

o(E?) dt 
(1 + ITR 


Posant 1 + 4? — h, il viendra 


(ét?) LG HER Fr a; 
trop ee et 


a a 


= — © + ——— —— +... +I 
PEN GPO ES 


Il étant un polynome en #, qui s’intègre immédiatement. 
L'intégrale des autres termes sera 


af, ali al, 


si l’on pose pour abréger 


LE fr je 


Appliquons à celte intégrale la formule de réduction du 
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numéro précédent. On a ici 

Mr RES CE 
Ce dernier polynome est lié à sa dérivée P'— 24 par la rela- 


tion P— <StP'—:1. 
On aura donc 


A DER : 
et, par suite, 
Ms NRA, EP RE 
lp 2(1—p) QUE 2 
d’où 
l 2 — 35 
L,=— 


(au—2)(r1+ 4) 1 2 Sue 2 7 


Par cette formule de réduction, on ramènera successive- 
ment le calcul de toutes ces intégrales à celui de la pre- 


I E lancé 
— — arctangé. 
; tr? © 


10. On peut souvent simplifier notablement l'intégration 


mière 


des fractions rationnelles par un changement de variable. 


JCæ) ; 
F(zx) 


à inté garer 


Supposons, par exemple, que la fonction 


puisse se mettre sous la forme 
( Heat 


m étant un entier quelconque. 
S1 nous posons 2”%— {, d'où mx"! dx — dt, on aura 


RD ar= f'atoman de + fete dt 


L'intégrale cherchée se trouve donc ramenée à l'intégrale 


plus simple f (2) de. 


: re F k d 
Exemple. — Soit à intégrer l'expression : sa 


a+ bam x 
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Cette expression peut s’écrire 


I 1 I 
Qt dr = — ———— dt. 
zm(a+ ban)" m t(a + bt) 

Son intégrale sera 

he 
— [logé —log(a+bt)| + const. 


am 


ee [logæ”— Iog(a + bx")]+ const. 
am 


Le cas qui se présente le plus souvent est celui où la fonc- 
tion (x) à intégrer est une fonction impaire. 
U(æx) 

T 


Lorsque cela aura lieu, il est clair que sera une fonc- 


tion paire, laquelle ne dépendra, par conséquent, que de x?. 
On aura donc 
V(æ)—o(x)x, 


et l’on pourra appliquer la simplification précédente (77 étant 
ici égal à 2). 


11. Signalons encore le cas, assez fréquent dans les appli- 
cations, où le numérateur f(x) de la fonction à intégrer ne 
diffère de la dérivée du dénominateur que par un facteur 
constant a. On aura immédiatement 


PP 7! 
da = [ RE dx = a log F(æ) + const. 


Jar (a) É(æ) 


IT. — Intégration des différentielles algébriques. 
12. Considérons l'intégrale abélienne 


[rte de, 


où f désigne une fraction rationnelle de x et de y; cette 
dernière quantité étant elle-même une fonction algébrique, 
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13 
définie par une équation 


F(æ,y)=0o. 
S1 la courbe caractérisée par cette équation est unicursale, 


on pourra exprimer æ et y rationnellement au moyen d'une 
nouvelle variable £. Soit 


CHER AA PEN DA SE 
d’où 
dt o'(6) de. 


Prenant { pour nouvelle variable, l’intégrale deviendra 


IACONOIHON 


et se déterminera sans difficulté, la fonction sous le signe f 
étant devenue rationnelle. 


13. Æzxemples. — I. Supposons que y soit défini par 
l'équation 


À + PET LP ARTE TS Lx” 


OP EE DTYIEE,, , HkaMTIE 0. 


Posons y = tx; l’équation, débarrassée du facteur com- 


mun z”-!, donnera 
FE ali + Dir e— Æ 
PRES APRES PRE 2 L 6 
d’où 


at bimTi Es, + kit 
TRS PAL EE ES LA 


On pourra donc intégrer loute expression de la forme 


fre 7) dæ. 


14. II. Considérons l'intégrale 


mx+n\« mx + n\? mx + n\° 
AE ie ne A once 1 A 


NUL =N 
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où m, n, m,n! sont des constantes, @, b,c,... des nombres 
commensurables, et f une fonction rationnelle. Soit u le plus 
petit multiple des dénominateurs de a, b, c, .... On posera 


RTE RL VU 
M A EM FF 
d’où 
[A [ A 
niP—n mn — nm 
ER A it DE LE 
mt m° (m'Eb— m)° # 


Substituant, l'intégrale devient 
Ê 4 ! ! 
n'ib—n mn — nm 
LP EU, EP | © dt 
TEA SONT DR. = (mm! 1 — my d 
où tout est rationnel, 4, ua, mb, uc, ... étant dés entiers. 


19. IIL. Différentielle binome. — On donne ce nom à 
lexpression 
æ"(a + bx"})? dx, 
où m, n, p sont des nombres commensurables et a, b des 
constantes différentes de zéro. 


Posons 
bæx'—— at, 
d’où 


Substituant ces expressions, et posant pour abréger 


nm +1 


—+— g 
n d 


la différentielle sera transformée, à un facteur constant près, 
dans la suivante 
(1 — 4)? de, 
qui ne dépend plus que des deux paramètres p etg. 
Cette nouvelle différentielle peut être rendue rationnelle, 
? A , , ’ Q . 
d’après le numéro précédent, dans les trois cas suivants : 


1° Sipest entier; 
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2° Sigestentier; 
JUS p—+gest entier. 


En effet, dans ces diverses hypothèses, £7(1 — £)? sera res- 
pectuivement le produit d’une fonction rationnelle de & par 
une puissance fractionnaire de l’une des trois quantités #, 

I — 


t L , , 
1— 4, » toutes comprises dans la forme générale 


min 
ML EN 


En dehors de ces trois cas d’intégrabilité, la différentielle 
binome ne peut être rendue rationnelle, et son intégrale 


1,9—= {Gi —t)r dt 
représentera une transcendante nouvelle. 


16. La décomposition en éléments simples et l’intégra- 
tion par parties fournissent aisément des relations entre ces 
intégrales. 

En effet, on a tout d’abord 


(1) Le [Gr ur) pr de loge 
Intégrant, d'autre part, l'identité 
Le G— 0e = (g + DEC pr par (ro, 
il vient 
(2) CRUE ler ETT1(1 — 6)? 
Éliminons Th_1,941 entre les équations (1) et (2), 1l vient 


(3) (p+g+i)lsg— plrig=t1ti(i— tr 
et, en changeant p en p +1, 


(4) Mp+g+2)l,g—(p +1)lpg= (er, 


Eliminons, au contraire, 1,, et changeons p en p+i1;il 


16 SECONDE PARTIE. — CHAPITRE I. 


viendra 


69) 2 Cp 9 A2) a tg ee loc ESS 
et, en changeant qg en qg —1, 
(6) (p+qg+1)lg — Qlp, gi = — t1(1— EP, 


Ces formules permettent de ramener la recherche de lin- 
tégrale 1,4 à celle d’une intégrale de même forme 1,4, où 
p', g' soient = 0, mais 5— 1. 

En effet, si p <—1, la formule (4) ramènera le calcul de 
1,4 à celui de 1,,1,43 répétant cette réduction, on finira par 
arriver à une intégrale où le premier indice est = — 1. 

Si g <—1, la formule (5) ramènera de même [,,4 à lp, 9415 
réitérant cette réduction, on arrivera à une intégrale où le 
second indice est =—1, 

On est ainsi ramené aux intégrales [,,, OùpS5—1,q=—1. 
Dans cette hypothèse, si l’un des indices p ou g est positif, 
p+g-+1 ne sera pas nul, et l’on pourra, au moyen de la 
formule (3) ou de la formule (6), l’abaisser d’une unité, et 
répéter cette opération jusqu'à ce qu'il devienne nul ou 
négatif, mais >—1. 

Supposons donc que p et q soient tous deux Z0,mais=— 1. 

l [UE pP a, > 
Si p — 0, mais g >—1, la formule (3); qui se réduit à 


(g+1)by= ti, 


donnera l'intégrale cherchée. De même, ss p> —1,gq=0, 
l'intégrale sera donnée par la formule (6), qui se réduit à 


PERS 


Enfin, si l’un des indices p et q, ou tous les deux, sont 
égaux à —1, on se trouvera dans un cas d'intégrabilté, 
mais les formules de réduction seront impuissantes et, pour 
calculer l'intégrale, il faudra recourir à un changement de 
variable qui rende la différentielle rationnelle. La réduction 
opérée n'en aura pas moins été fort utile, en simplifiant 
l'expression de la différentielle sur laquelle on doit opérer. 
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17. IV. Coniques. — Soit proposée l’intégrale 


friend, 


où f est une fonction rationnelle, et où +, y sont liés par une 
équation du second degré 


Fm) o; 


Soient y, y deux constantes quelconques liées par l’équa- 
tion 
OO TRIO) Pete A 


Si dans l’équation F—o nous remplaçons x, y par 
u+(z—u),y+(y—1), elle prendra la forme 


a(x—p)+0(y—7v) 
+Cc(æ—p}+d(x—-p)(y—v)+e(y —v)} = 0, 


Posons 
Y—V=tlt(x-p). 


Substituant et supprimant le facteur commun æ— vw, il 


vient 
a+bt+(c+dt+ef)(xz —pu)—o, 
d’où 
a + bt a + bt 
T— pp — — VV —=— 


ML EE c+dt+el 


La relation F = o est donc unicursale. 

L'interprétation géométrique est aisée. L’équation F = o 
représente une conique; (4, y) un point arbitraire de cette 
courbe; y — u — {(x —u) une sécante menée par ce point; 
{son coefficient angulaire; +, y les coordonnées de son second 
point d’intersection avec la courbe. 


18. Considérons le cas limite où le point (u,y) est pris 
à l'infini; soit 
o=F(x,y)=(y+Ax)(y+hx)+ay+bz+)y 
J. — II. 2 
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l’équation de la conique. La sécante sera parallèle à une 


asymptote, et aura pour équation 
NAT he À is 
Substituant dans F = 0, il viendra 
t(Y + Lx) Fay +fz+y—=o. 


Ces deux équations linéaires donneront x et y en fonction 


rationnelle de 4. 


19. Soit par exemple à calculer l’intégrale 


"| dx 
VA x 2Bzx +-C 


Posons 
= Az +2Bzx+cC. 


L'intégrale devient 
se 
30 
Coupons la conique par une droite 
Y + x VA A à 
parallèle à une des asymptotes; il viendra 
(t—=xVA)}=Axt+2Bz+C, 
et en différentiant 


(&— x VA) dt (ea + B) dx, 


ydt=(tYA+B)adx, 


CN RAA 
d PR ACC 
dx I 
= po QU ER | const. 
mn gleVA+B] 


Le lo | y VA + A x + B| + const. 
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20. Si À est négatif, cette formule contient des imägi- 
naires. Cet inconvénient est inévitable si B?— AC OMC 
le radical à intégrer est imaginaire quel que soit x. fair 

Mais si B?— AC > 0, on obtiendra l'intégrale sous forme 
réelle en opérant comme il suit : 


On a 
SN ATTIES. 2 
A x +oBzHC— SR 
Posons 
Ax-rIB—/\B—AC, 
d’où 


TRE Re. 
Ferre 


À 


Re devient 
Er DEV REC dé ee dt - ef 
FE OeS RTE ARE Er 
TERESA NRELTTS 
en arc siné + const, 
Ar teD 
arc SIN —— + const. 


I 
Rien VB?— AC 


21. Soit encore à intégrer l’expression 


f ne 
(æ—p)VAz +2Bzxz+C 


VAL oBu EC. 


Posons 


Le point (1, Y) étant un point de la conique 


—=VAzx'+2Bz+cC, 


on rendra rationnelle la fonction à intégrer en posant 


EX tx — W), 
d’où 


(7) P(x—p}+ovt—=A(x+p)+2B. 
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Cette équation, différentiée, donnera 


[2t(æ—p)+ av] dt +(#— A) dx = 0, 


d’où 
3 1 MES AL __ dx 
P— A  E(T—H)+V y 
EL 
dx EUR 2 dt 
(z—p}y.  (f—A)(z—p) 


Mais l'équation (3) peut s’écrire ainsi : 


(£— A)(x —pu)=2Ap+2B— av. 
? fs 4 4 dx » A 
L'intégrale cherchée [ —— sera donc égale à 
Éeez | 


— dE I 
fan = Sont Au B) + const. 


22. Remarque. — L'intégrale 
Meier. 


où f est une fonction rationnelle, se ramène à celles que 
nous venons de traiter. 
Posons, en effet, 


Vax + De l, 
d’où 


L'intégrale deviendra 


27 RE 2 
FE A c(£ À + a] 244, 
& «& [42 


expression qui ne contient plus qu’un seul radical. 


23. V. Cubiques unicursales. — Elles ont un point 


INTÉGRALES INDÉFINIES. 21 
double (u,Y). Leur équation générale sera 
Corte PV), (TU VV) ro, 
P>, P;, désignant des polynomes homogènes de degrés respec- 
bifs 2 et $. | 
Posons 


Y—Vv—=t(x —p). 


Substituons et supprimons le facteur commun (æ—}?; 
il vient 
P,G,t)+P;G,0)(æ—p)—o, 


d’où les valeurs rationnelles en t 


x 2 P,(1,t) LR RP 2, 
F P;,(1,4) . sal P; (1,4). 
24. VI. Quartiques unicursales. — Elles ont trois points 


doubles, et leur équation générale est 


F(AB, BC, CA) =, 


À, B, C étant des expressions linéaires 


A=ax+by+c, 
Ba x+ by, 
C—= a"x + b'y + c’ 


(dont le déterminant ne soit pas nul) et F une fonction homo- 
gène du second degré. 

En effet, l'équation ci-dessus représente une quartique 
ayant pour points doubles les trois sommets du triangle 
formé par les droites A, B, C. Ces trois points sont arbi- 
traires comme les droites elles-mêmes. Il y en aura deux 
rejetés à l'infini si l’une des fonctions linéaires se réduit 
à une constante. | 

D'ailleurs, c’est l'équation générale des quartiques qui 
admettent ces trois points doubles; car leur présence assu- 
jettit les 15 coefficients de la quartique générale à neuf 


22 SECONDE PARTIE. — CHAPITRE I. 
conditions; restent 6 arbitraires; c’est le nombre des coeffi- 
cients de F. | 
Pour obtenir la représentation paramétrique de la courbe 
ci-dessus, divisons son équation par A?B?. Nous obtiendrons 
EE . 1 k G ,C 
une équation du second degré, non homogène, entre + et =: 
Cette relation est unicursale (17). On peut donc la rem- 
placer par un système de deux équations 


C o(6) C Da(é) 


INSORTEZ NCA 


De ces équations, linéaires en +, y, on déduira leur expres- 
sion en fonction rationnelle de &. 

Nous avons implicitement supposé que les-trois points 
doubles étaient réels. Si deux d’entre eux sont imaginaires 
conjugués, il en est de même des côtés opposés du triangle. 

Soit donc 


A = M + Né, B—M — N:z, C réel; 


F sera quadratique et homogène en M?+ N°, MC, NC. Il 
MC NGC 
M2+ N°? M2+ N° 
tique, qu'on peut remplacer par deux équations 


existera donc entre une relation quadra- 


MC _ oi(t) NC o2(é) 


MN?  o(t)” MN  o(f) 


On déduit de celles-ci les deux relations 
Moi + Np=— Co, Mo, — No; 
linéaires en Z, ‘a qu’elles détermineront en fonction ration- 
nelle de 4. 
. 25. VI. Lemniscate. — Elle a pour équation 
(8) CECI 
et rentre dans le type précédent en posant 


A=zx+iy, B=zxz—;iy, C—=r. 
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Les points doubles sont l’origine et les points circulaires à 
l'infini. 

Pour exprimer +, y en fonction rationnelle d’un para- 
mètre, on pourrait employer le procédé ci-dessus. Mais nous 
appliquerons de préférence la méthode générale indiquée au 
Tome I, n° 608. 

Nous aurons à couper la courbe donnée, d'ordre n — 4, 
par un faisceau de courbes d'ordre 4 — 2 (coniques) passant 
par les points doubles (cercles passant par l’origine) et par 
un dernier point fixe pris sur la lemniseate, (Nous choisirons 
POULE CG, y 0.) 

L'équation de nos cercles sera 


(9) LRy— ax +ty = 0. 


Chacun d’eux coupera la lemniscate en 8 points, dont un seul 
dépend de t. Cherchons ses coordonnées. 
De (8) et (9) on déduit 
a+ ty} = (at y), 
ou en développant et supprimant le facteur y 


—oaz+C®y—=—a7, 
Fe DAV 
li er 


Substituant dans (9) et supprimant le facteur +, il vient 


PAU 2 al? 
LDH | a+ —— —o 


(e + GE VEN a? 
On a ainsi deux équations linéaires pour déterminer x 


et y. 


26. Intégrales elliptiques et hyperelliptiques. — Les 


intégrales 


JZCe VX) de, 


où f est une fonction rationnelle et X un polynome en x de 
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degré supérieur à 2, ne sont pas en général réductibles 
comme les précédentes aux fonctions élémentaires. Ce sont 
des transcendantes nouvelles auxquelles on donne le nom 
d’éntégrales elliptiques si n = 3 ou 4: d'intégrales hyper- 
elliptiques si n > 4. 


Proposons-nous d'étudier ces transcendantes. 


27. Lemme. — Toute fonction rationnelle de x et WX 
R 
peut se mettre sous la forme — + S, où R et S sont des 


fonctions rationnelles de x. 


En effet, VX ayant pour carré X, qui est rationnel en x, 


toute fonction entière de x et VX sera évidemment de la 
forme 


PADUX: 
où P et Q sont entiers en x. 


Une fonction rationnelle, étant le quotient de deux fonc- 
Uons entières, sera de la forme 


PEOUX 
P;+Q, VX 


ou, en multipliant au numérateur et au dénominateur PSE 


PO x: 


(P,Q —PO;)VX + PP, — QQ,X 


= MAINS 
Pre OX V Te 


M et S étant rationnels en x. 
D'ailleurs, 


MG R 
DE ce 


R étant rationnel en x. Le théorème est donc démontré. 
Cette fonction aura pour intégrale 


[dr + [Sax 
vx | 


LA 
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L'intégrale fS dx s’obtenant par les méthodes précédem- 


ment exposées, 1l ne reste à étudier que la première inté- 
R 

orale | — dx. 

e 1e 


28. On peut évidemment supposer que X n’a que des 
racines simples; car, s’il contenait un facteur double, on 
pourrait le faire sortir du radical. 

Cela posé, on sait que la fraction rationnelle R peut être 
décomposée : 1° en un polynome entier IT; 2° en une somme 


. M + : 
de fractions de la forme pe” OÙ P est un polynome entier 


n'ayant que des racines simples. 

Soit D le plus grand commun diviseur de P et de X, et 
soit P = DP, ; P, sera premier à D et à X. La fraction 

M M 

RESTOS PE 
pourra donc être décomposée en deux autres ayant respecti- 
vement pour dénominateur PE et Dr. 

Nous aurons donc à considérer trois sortes d’intégrales : 


1° Des intégrales 
M dx 
y ASE Es PS |] 
Pr /X 
où P est premier à X; 
2° Des intégrales de même forme où P divise X 


3° Des intégrales 
Il dx 


VX 


où I est un polynome entier. 


29. Considérons les intégrales de la première sorte 
P étant premier à P' et à X, on pourra trouver deux poly- 
nomes À, B tels qu’on ait 


AP+BP'Xæ1, 
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et, par suite, 
M: 2 =MAPÆBPIX) AM 


PEVX Pu/X 7 PutyX 


I 


! 
TS EM Vs 


Or,siu>1 1 L est la dérivée de * On a donc 


CSP ÉNE 
PUR PMU < - ee VX) 
D'ailleurs 
gmx (BM'X+S = BMX | 


(BM VX) = (BM) VX + —= TAC F 


S1 donc on pose, pour abréger, 


(BM)'X + -BMX' 


Â M 2 SERRE men Rae 
Et 
il viendra 
M | BM VX | M; 
PE YX 2 LOH)PEE), prix 


Intégrant cette équation, nous aurons la formule de réduc- 
tion 


fe - BM VX or M, dx 
Pr xXHa(re= pv) PES Pu-1/X 


Par l'application répétée de cette formule, nous aurons 
finalement 
ji & LVX N dx 
PÉYX RE An en vx 
L et N étant des polynomes entiers. 


La division de N par P donne d’ailleurs 


N 
p=Ih+p 


IT, étant un polynome entier et p un reste de degré moindre 
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que P; on aura donc 


1 de 2 LUX, IL, dx p dx 
= — FA RL 
Puy/X PE VX PyXx 


30. Passons à la considération des intégrales de la seconde 


sorte 
M dx 


Jr 


où P divise X. Soit X — PX, ; P étant premier à P' et à X,, 


on pourra déterminer deux polynomes À, B tels qu’on ait 


ADDX, 
et par suite 
rie se (AP + BP/X,) 
Pr VX HN 
/ 
== cn + BMVX, E 1e 
Pix p': 


Or on a, pour toute valeur positive de 4, et même pour 


p= 1, 


P’ BM VX. ; BM VX, } 
BM VX: ln Ÿ os | . ; d. 
LAC eu CRT 


! I ! 
BMYX (BM)X;, + -BMX; 
EE — NE RE QT CAD ae 
ren Qu) PTE 


1 
P" VX, — Pu-1 VX. 


Mais 
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Si donc l’on pose, pour abréger, 


(BM)'X, + -BMX' 
2 
AM — —M, 
Du 
il viendra FES 
MINT EMEA TE M; 


et, en intégrant, on aura la formule de réduction 


fe ee fe dx 


En répétant cette réduction jusqu’à ce que l’exposant de 
P s’annule, on trouvera un résultat de la forme 


ï M nee 
PE TNREE VX 


L et IL, étant des polynomes entiers. 
A ’ 2 nie 4 II dx A 
31. Il nous reste à étudier l’intégrale ch à laquelle on 


, < A IT; dx 
peut réunir les termes de même forme Trel ‘+. provenant 


de la réduction des intégrales déjà traitées. 
Soit II = ax + 4, gl +, . .:; on aura 


[= al, + ils: ’ 


VX 
[= dx 
Li ss 
VX 
Il est aisé de trouver une formule de réduction pour les 
intégrales 1. Soit, en effet, 


en posant 


X = amant ir. 
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On aura, À désignant un entier quelconque 5 o, 
ÀAxziiX + = æX! 
VX 
a (2 en n) mel HEAR UE 
2 


VX 


(ar VX) = 


et en intégrant 
= ñ 
æ V X = 4 C + 3 n) Fo + Dhs male à ; 


formule qui ramènera l’intégrale F,,,_, aux intégrales I d’in- 
dice moindre. 
Par l'application répétée de cette formule, il viendra 


IH dx 


Ra . + Cnoln-o + w' VX, 


où W est un polynome entier. 


On voit donc que l'intégrale [E: où R est une fraction 


rationnelle quelconque, se réduit : 1° à des termes algé- 


briques; 2° à une combinaison linéaire des intégrales 15, ..., 
1;_2; 3° à des intégrales de la forme 


o dx 


PYX 


où p est de degré moindre que P, ce dernier polynome étant 


d’ailleurs premier à X, et n’ayant que des racines simples. 


32. Jusqu'ici nous n'avons employé pour la réduction que 
des opérations purement rationnelles; mais si, maintenant, 
nous résolvons l’équation algébrique P — o, nous pourrons 


décomposer Ê en une somme de fractions simples 


P 
a œ; 


+ ——— + 
T— pl T— 
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Si donc nous désignons par J(u) l'intégrale 
f° dx 
J (æ—u) VX 


pdx | 
| JET = 1 + TG) + 


nous aurons 


Les seules transcendantes nouvelles obtenues par linté- 
gration des fonctions rationnelles de x et de /X sont donc 
les » — 1 intégrales [,; 1,, :.., [,_, et l'intégrale J(u). 


33. La méthode de réduction que nous venons d’exposer 
peut être appliquée avec avantage au cas où X est un poly- 
nome du second degré Ax?+ 2Bx + C. Elle ramène le pro- 
blème de l'intégration à la recherche des deux intégrales 
particulières 


f. dx + ! | Ah 
VAzx?+2Bzx+C (x— pu) VAr+92Bzx+0C 
que nous avons obtenues, 


34. Si le degré de X est un nombre impair 2p +1, les 
intégrales Î sont en nombre 2p. On les partage en deux 
classes : 1° les intégrales de première espèce 


ER MSC OU Fe 


P 
et les intégrales de seconde espèce 


I 


P) 15% per Che) Le 


Les premières s’'annulent et les autres deviennent infinies 
DOUTE D. | 
Soit, en effet, 


X LP PIE GAP EI D PEAR, 
On aura 


GAS 


k . 1 3 
x Rp 
2 2 EU 


k 
NL FPE 


INTÉGRALES INDÉFINIES, 31 
et, en intégrant, 
1 1 
rer is OUT Re mor PE 


Le Ad LE ARCS Le 
k Pie K— p ; 


Hu PREeNT qui montre que, pour x =, 1; est de l’ordre 
k — p ++. Il sera donc nul si £ < p, infini si Æ Sp. 

Les intégrales J(u) se nomment intégrales de troisième 
espèce. 


39. Le cas où X est un polynome de degré pair peut se 
ramener au précédent, comme nous allons le faire voir. 
Soit 
X=—A(xz—a)(xæ—fBl(xz—7y).. 


un polynome de degré 2p. Posons 


TRUC 
d’où 
“PNA d LE RE See ir El 
I— (1— 1)? I— 
Et DR En eo) 
RATE open T ARTS EC PT Re 
On aura 


enr RE D) CU 


Rue Var 


ete 


T étant une fonction rationnelle de {. On voit que la substi- 
tution a réduit d’une unité le degré du polynome sous le 
radical, 


36. Dans le cas particulier des intégrales elliptiques, le 
polynome sous le radical pourrait ainsi être abaissé au troi- 
sième degré; mais on préfère, parfois, employer une trans- 
formation un peu différente, par laquelle ce polynome sera 


32 SECONDE PARTIE. — CHAPITRE I. 


le produit de deux facteurs réels du second degré, ne conte- 
nant que des puissances paires de la variable. 

Supposons d’abord que X soit du troisième degré. Soit « 
l’une des racines de l’équation X — 0, on aura 


VX =VA(X— «) (2x + pa + q). 
Posons æ = à + £?, il viendra 
VX=4:VA[(a+Æ#)+pla+e)+ql. 


On se trouve donc ramené au cas où le polynome sous le 
radical est du quatrième degré, cas que nous allons traiter. 

Si X a ses coefficients réels, l’équation X — 0 aura au 
moins une racine réelle. En la prenant pour &, la transfor- 
mation qui vient d’être indiquée sera réelle. 


317. Supposons maintenant X du quatrième degré. On 
pourra écrire 


VX =VA(z + pr + q)(x?+ p'x + q'), 


P» d» P'; q! étant réels, si X a ses coefficients réels. 
Si p = p', on fera disparaître les puissances impaires de la 
variable en posant x = 1 — ip. 
On obtiendra le même résultat, si pZp', par une substi- 
tution de la forme 
À+ut 
AVE: 


Cette substitution donnera, en effet, 


Re COR TS 
VEN (1 +4) Se [OA + pe} pl pt)(1 + +. 


Les termes du premier degré en t disparaîtront dans Chaaur 
des facteurs sous le radical, si l'on pose 


2Àp + p (Ài+u)+2q —=o, 
2 + p'(Âl+u)+2gq'—=o. 
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On déduit de ces équations 


Donc Àet u seront les racines de l'équation 


AUS SENTE À RO 


+2 = oO. 
at, HT 


Ces racines seront réelles si l’on a 
(g—g}—(ap—pg)(p —Pp)> 0. 
Or, si l'on appelle &, 8 les racines de l'équation 
XIi+ PT +q—O, 
y, à celles de l’équation 
LB 4 0); 


on aura 


Pete Dh Te. 


! 


p—=—(y +0),  g'=ys. 


Substituant ces valeurs dans l'équation de condition précé- 
dente, elle devient 


PSC Ee Ro yo 0) able 80) 0, 
ou 

La (y+d)a + y] [Et —-(y+0)5+yd]>0, 
ou enfin 


Cle) (By) (860. 


Cette condition sera nécessairement satisfaite si les quatre 
quantités #, 5, y, 9, ou seulement deux d’entre elles, & et 6 par 
exemple, sont imaginaires; car les quatre facteurs du produit 
seront conjugués deux à deux, et le produit de deux imagi- 
naires ConJuguées est une somme de deux carrés. 

ÉPCT TR 3 
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Si «, B, y, à sont tous réels, on pourra supposer la décom- 
position de X en deux facteurs, effectuée de telle sorte que 
les racines &, $ du premier facteur soient plus grandes que 
les deux autres yet Ô. Chacun des facteurs a —, « —à, 
B— 7,8 — à étant positif dans cette hypothèse, la condition 
sera satisfaite. 


38. Les intégrales elliptiques peuvent donc dans tous les 
cas se ramener, par un changement de variables qui sera 
réel si X est lui-même réel, à la forme 


" F(L)' dE 

VX 
où F(x) est une fonction rationnelle, et X un polynome de 
la forme (ax? + b)(a'x?+ b'). 


Cette expression peut s’écrire 
Ï P 


[ER de + À [OR 
“à 7x 2 VX 


Mais F(x) — F(— x), étant une fonction impaire, sera de la 
forme »(x?)x. Si donc on pose dans la seconde intégrale 
= t, d'où »x dx = dt, ele deviendra 


I % o(t) dt 

ER SR RS et pe us es es 

4) Jar b){a tb) 
expression qui peut s'intégrer par les méthodes de la section 
précédente. | 


Il ne restera donc à étudier que la première intégrale, où 
le numérateur est une fonction paire, 


=[F(æ)+F(—2)]= (a). 


39. Nous aurons divers cas à distinguer dans cette étude, 
suivant les signes de a, b, a', L’. 
Supposons d’abord que a et b soient de signes contraires. 
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On pourra supposer b > 0, a <o; car on ne change pas X 
en changeant simultanément les signes de à, b, a, b'. 

Ce cas se subdivisera, d’après le signe des quantités a',b", 
en quatre autres : 


SLT TEEN a < oO be 0 ÈS O0 pren 
NBC CHINE 0 b>o HA S0 DRE 
SAUCE CORRE Li <Tin De="0 He 10 0:20 
MC, me An Co > 0 Le Ô DO 


Si a et b sont de même signe, on devra supposer également 
que a’ et b' sont de même signe ; sinon, en échangeant & et d 
avec a’ et D", on retomberait sur les cas précédents. Comme 
on peut d’ailleurs supposer à positif, on n'aura que deux cas 
à distinguer : 


PCA S es A 40 b>0 HO DA0 
Dreas in a =0 De 0 ATEN O DIS 


Ce dernier cas, où le radical ÿ X sera imaginaire quel que 
soit x, se ramène immédiatement au cinquième en faisant 


sortir du radical le facteur Vie TX 


40. Reste à examiner les cas 1,2, 3, 4,5. [l'est aisé de les” 
ramener les uns aux autres. 
Posons, en effet, 


d’où 
, C—b tdi t dt 
TEE Te AR = = —, 
(41 ax Va re b 
FR Gr le IT OR 
= TES 1 VAS AN TR ane ae 
to et /2— + b'— ave ab'— ba', 
a Va 
et, par suite, 
PRE 
PNR 7 a : 
VX = VO É+Eo)= a Nab' bal) 


Si l'intégrale primitive rentrait dans l’un des cas 3, 4, 5, sa 
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transformée rentrerait dans le premier ou le deuxième cas, les 
coefficients des termes en 4? sous le nouveau radical étant 
tous deux négatifs. | 

En particulier, si l'intégrale primitive rentrait dans le troi- 
sième cas, la transformée rentrerait dans le prenuer; car on 


D NO NES DO TRE) Te 


aurait 
et, par suite, 
HO DATE O1 


Le deuxième cas se réduit d’ailleurs au troisième en posant 


d’où 


VX = ta 0Pp ta 00) = AVE oO VE à) 


et 


4 
Des | Ee dt 

AD I FE (à) 

EE ? 


VRAI Etre 


car, ayant 


a< 0, bo. d'eso: VE Mr À 
on aura 


—.b << 0; —a>0, — b'>0, 2 a RE 


Le troisième cas pouvant à son tour se réduire au premier, 
ainsi qu'on l’a vu plus haut, les cinq cas se ramènent en der- 
mière analyse à celui-ci. 


AA. Mettant en évidence les signes négatifs de a et a/, nous 
aurons donc à considérer les intégrales de la forme 


AO re JE 
V(b— ar) (bar) por. TRE 
VG-3e)(-7e) 


de nr 
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a 


était égal me D? on pourrait extraire la racine Carré El 


Si 


l’on n'aurait plus à intégrer qu’ une fonction rationnelle. S'ils 


- SI 


a! 
+ de a 
sont inégaux, supposons, pour fixer les idées, 3 js met soit 
a [42 
k2-. 


D! 


Î 


a 
PRE 


æ désignant une nouvelle variable ; l'intégrale deviendra 


© désignant une fonction rationnelle. 


On voit donc qu’on peut, par une substitution réelle, 
transformer l'intégrale primitive en une autre intégrale ana- 
logue, mais où le polynome X ait la forme canonique 


(1— a) (1— 2x), 


Æ étant une constante comprise entre O1e6t.1 

Nous avons admis implicitement dans toute cette réduction 
que le polynome existant sous le radical primitif avait ses 
coefficients réels. S'ils étaient imaginaires, on pourrait encore 
réduire ce polynome à la forme 


en bre 
b b’ j 


avec d'autant plus de facilité que nous n’aurions plus à nous 
préoccuper, comme tout à l’heure, de conserver aux coeffi- 
cients leur réalité. 

Cela posé, admettons, pour fixer les idées, qu’on ait 


a 


b' 


(#2 


b 


> 
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on aura 


f: étant une constante réelle ou imaginaire, dont le module 
est au plus égal à 1; et si l’on pose 


SE 
sd 


l’intégrale prendra encore la forme 


Î p(x?) dx 
VER MNT 


43. Appliquons à l'intégrale ainsi transformée les procédés 
de réduction exposés plus haut (n° 28 à 32). On pourra 
l’exprimer au moyen des quatre intégrales suivantes : 


2 A È 
fes a) 1 Ga) (Ga) 


VID ENENR MEET J'(a—a)V(i— 2) GE 


Mais si l’on pose x? = {, on aura 


0 CE 
PR Gi — A?x oh D) 


intégrale exprimable par logarithmes, le radical ne portant 
plus que sur un polynome du second degré. 
On a d’autre part 


‘ a? dx 
Voir æ?)(1— k2x?) 
ter 


rs 
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Enfin 
Î dx 
(æ — a)V{i— x?) (1— Kx?) 
D: OD 
IR 
+ f a dx 
J'(a— @)V(i— zx) (1 — x) 


La première de ces deux intégrales devient encore expri- 
mable par logarithmes si l’on pose À 
La seconde peut s’écrire 


CS — 
a) G+tmat)VO—=a du F2) 


I 
en posant m —=——: 


Les intégrales elliptiques se ramèneront donc en fin de 
compte aux trois transcendantes 


1 dx Re 1 
ER —— dx, 
VG—2) QG Fat) JT ee 


je dx 
(1 + ma?) (1 — 12) es Pr) 


auxquelles Legendre a donné le nom d’intégrales ellip- 
tiques de première, deuxième et troisième espèce. 

La constante #, qui figure dans ces intégrales, se nomme 
le module des intégrales elliptiques considérées. 

Si l’on change de variable en posant x — sin, ces inté- 
grales prendront les formes suivantes : 


do ——— ——— 
D —— [VIE ns de, 
Vi Æsin?o 


J rer 
(1 + m sin?@)V1— k? sin?o 
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III. — Intégration des fonctions transcendantes. 


44. TI. Soit à intégrer 


free) de 


f désignant une fonction rationnelle. 
On rendra rationnelle la différentielle, en posant e*7— 1, 
d’où 
I dt 
æ = —logt, dx = — 
a al 
45. II. Soit à intégrer 


fr sinæ, Cosæ) dx, 


f étant une fonction rationnelle. 


Cette expression est un Cas particulier de la précédente 
car sinx et cosx sont des fonctions rationnelles de ei. 


Mais on peut rendre la différentielle rationnelle, sans intro- 
duire d’imaginaires, en posant 


I 
lang CS É, 


d’où 
2 dt 
æ= 2 arc tang/, de - 
Les 
4] 
2 tang—x 
| 1 I # 24 
SINL — 2 SIN = L COS —L = —————— — =) 
- + Rs 
J + tang?— x 
2 
A 
J— tang"e æ À 
se . I 2 [1 — 
COST = COS — EL — SIN TX = ———— — 
2 2 enr 1 + d? 
1-1 Lang tr c 
2 
Exemple. — Soit à intégrer 


# dx 
1 asinæ + bcosx 
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Posons 


«a 
Var 


L'intégrale deviendra 


b ; 
COS et — —= sIno. 
? ri 2 


I dx 2 I dx 
Va? + b? COS@SINnT +sinp COS a+ p? sin(æ +) 


ou, en posant T +0 —Y, 


î 1 dy 
Va+ bi) Siny 


Posons maintenant, comme il a été expliqué, 


I 
AE — £!, 


elle deviendra 


ie LEE : logé + const 
Va + bp? t _ Var+b ; 


I 


I 
— ——— log tang-(x+0)+ const. 
Va? + b? 2 


46. On peut encore opérer comme 1l suit pour calculer 
l'intégrale / f(sinæ, cosæx) dx. 
Soit 
f P(sinæ,cosæx) 
Sr De nn EL) 
Q(sinx,cosæx) 


P et Q étant des polynomes. Multipliant au numérateur et 
au dénominateur par les polynomes Q(— sinx, cosx), 
Q(sinx, — cosæ), Q(— sinx, — cosx), nous obtiendrons 
une nouvelle fraction, dont le dénominateur D sera un 
polynome en sin?x et cos’ et dont le numérateur sera de 


la forme 
N+N,sinx+N,cosx, 


N désignant l’ensemble des termes dont le degré total en 
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sinæ et cosx est pair; quant à N,, N;, ce seront des poly- 
nomes en sin?x et cos?æ, comme le dénominateur. 
Pour intégrer le premier terme 


N 
D 42: 
posons 
dt 
EAN Re d’où dx = —, 
| 1 + 
: l f 
SINT = —————» COST = ——— ; 
Vie Vi+é 


N et D ne contenant que des termes de degré pair en sinx et 
cos, la différentielle sera rationnelle, et son intégrale se 
composera : 1° d’une partie rationnelle en 


{—tangz; 
2° de termes logarithmiques, tels que 
A log(t— a) = Alog(tangx — a). 


Dans la seconde intégrale 


NE 
fosrede, 


COS 20 LAN ot sin x dx —=— dt; 


posons 
N: e 9 D] « A L4 0 # 
di deviendra une fonction de £?, qui pourra être décomposée : 


1° en un polynome IT entier en £?; 2° en une somme de frac- 


tons de la forme 


CE AT a }"# À 
L'intégration de IT donne un polynome impair en {. Quant 
« L A . . ’ 
à la fraction —— , si &« — 0, son intégrale sera 
(e2 CT )77 
À 


(i—om)emt ” 


SiaZzoelm>>1,0n aura en appliquant le procédé connu de 
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réduction 
(Hoi: 
+ A dt A / 
y — (2— a)" ay — a — a)" al 
À I 21 
= — ln + 7s à TE net 


puis, en intégrant par parties le dernier facteur, 


a 2 I I 


I— mn (E— a)" re 2a(i—m) m—1° 


Q- 


L'intégrale [,, se réduira donc de proche en proche : 1° 
une fraction impaire en {; 2° à un terme transcendant 


jus B ta 


ré loas Ut + Va 


D 
rationnelle et impaire en cosæ; 2° à des termes de la forme 


= Là N. , L \ . 
L'intégrale { ++ dx se réduit donc : 1° à une foncuon 


—- © cosæ + Va 


Enfin, dans l'intégrale 


Ne 
fs: AT, 


nous poserons sinx = {; nous aurons encore à intégrer une 
fonction rationnelle en €? ; et l’intégrale se composera : 

° d’une fonction TE et impaire en sin ; 2° de termes 
F- la forme 
C sinæ — Va 

QE ———— 0° 
— o A — 

2 Va Sin Æ + Va 


AT. Si l’on voulait appliquer la substitution tangz = t à 
une fonction quelconque f rationnelle en sinx et cosx, la 
nouvelle différentielle ne serait plus en général rationnelle en 
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t, mais elle le serait en £etÿ/1 + #2. La substitution sinxæ = { 
ou cosæ — { donnerait de même une différentielle rationnelle 
en { ety/1 — 12, On pourrait appliquer à ces expressions les 
méthodes de réduction ou d’intégration qui ont été exposées 
précédemment. 

Réciproquement, toute différentielle rationnelle en £ et 
Vi + #2 (ou en £ ety/1 = 2) se transformera en une diffé- 
rentielle rationnelle en sinæ et cosæ par la substitution 
L=tangr (ou te sinc): 


48. Considérons l'intégrale f sin” cos! x dx, metn étant 


rationnels. 
Posons 
SIN TE, 
d’où 
2,8iINæ £COSZ — dé, COST —I1-+ é. 


L'intégrale devient 


[ m1 — 1 ml 
— Re 1— 1) © dt, 
fe Go 


C’est une différentielle binome. (Pour les cas d’intégrabi- 
lité et les formules de réduction, vorr les n° 15 et 16.) 


49. III. Soit à calculer 
fre enr et), MESINar, COST, SIN DC. COS DL CNRS 


f désignant un polynome. 
Remplaçons les sinus et cosinus par leurs valeurs en expo- 

nentielles 

: EXX __ paix eXix + erxix 

SIDA D = COSAL = — —, 

20 2 

f deviendra un polynome en æ, e%%, ,.., euir, e—aix, ,,,, et 
sera composé d’une somme de termes de la forme 


A x" enx 


Es 
OL 
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Nous aurons donc à calculer l'intégrale 


J æ'tenx dx, 


que nous désignerons par [x. 
L'intégration par parties donne 
enr? m ets m 


1 ha = AM — — PR LEE ent Pie ES les 2 
n n nm /è 


Répétant la réduction, on arrivera à l’intégrale 
P ) 5 
ex 


= ex dx nie) 
I 


L'intégration faite, 1l conviendra de remplacer les expo- 
nentielles imaginaires par leurs valeurs en sinus et cosinus ; 
les imaginaires disparaîtront alors de l’intégrale. 


50. IV. Soit à calculer 


free de, 


f(x) étant une fraction rationnelle. 
Cette fraction pourra se décomposer en une parue entière 
E et en fractions simples de la forme 


A 


UT Prat; He # 
L'intégrale / Een" dx s'obtient par la méthode qui vient 
d’être exposée. 
Restent les intégrales de la forme 


etx 


À. 
reshas” 


Si m > 1, l'intégration par parties donnera 


[ ent ae 
(æ Le. a)" 


il ni enx 
= EE ES dde dx. 
—m+i)(x — a)" — M HI, (2 — a)" 1 
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Cette formule de réduction permet de ramener le calcul de 
l'intégrale cherchée à celui de l'intégrale 


ex 
——— dr. 
Prat / 


Posons 
d’où 


Cette intégrale devient 


ezn+t et 
dt —=etn El: 
wir L 


Toute la question est donc ramenée au calcul de la trans- 
cendante unique 


et 
na dt. 
L 


Posant enfin et = y, cette intégrale se transformera en 


dy 
J logy 


Cette transcendante (où l’on déterminera la constante 
d'intégration de telle sorte qu’elle s’annule pour y = 0) se 
nomme le logarithme intégral de y. 


1. V. Les intégrales 


fre logx) dx et fræare sinx)dx, 


où / désigne un polynome, se ramènent à celles qui viennent 
d'être étudiées, en prenant respectivement logæx, arc sinx 
pour nouvelle variable. 


2: L'intégration des fonctions rationnelles (et plus géné- 


cn 4 «1 . 1F. ETES p: Ve 
ES 43, L D RC 5 de Ê 
N ; i WE: 


PR Ro. Me CivriGraes INDÉPINTRS ES 0 En NS 


_ TRS celle des FC au algébriques) Condit ainsi que A 
_ nous l’avons vu, à des fonctions transcendantes. QUES, 


On pourrait supposer que l'intégration de ces dernières | 
_ fonctions en produirait de nouvelles ; mais 1l est aisé de voir 28 


_ qu'il n’en est rien. 
4 Soit, en eflet, [ une de ces transcendantes et considérons 
Ke ; : 
_. lPintégrale | | | ns 
ï n: : : | ‘+ 
L'intégration par parties donnera | 1 20 
D. fid=at- far de. D 


Or æl' est, ainsi que l', une fonction rationnelle (ou une 
3» fonction algébrique). 


<. cri 
ÿ ss 
RE ; vw 
4 ‘È 
#, à 
$ e 
< = 
ONE di 
Ce 
| pi: Fe 
Pa DE T7. 
ge x, 
AE LE 
* Lin 
4 42 $r 
Re À 
| —— 
nc! 
} 24 
r 
À * 
Le # 
og * f » 
*e D t) 
tu As 
} h N: 
n 4? 
3 7 
h + é 
rs Le - 
k Le 
ra 
ST : 
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Dos n° 
É < 
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ÿf ‘4 
FRA 
? 
Sd 
7 4 
EE 
de à. 
4 
\ { 
: 66e 
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CHAPITRE IL. 


INTÉGRALES DÉFINIES. 


I. — Intégrales définies généralisées. 
53. Soit f(x) une fonction de la variable x, intégrable 


dans un intervalle AB. Soient a et b deux points quelcon- 
ques de cet intervalle. Nous avons défini, au Tome I, l’ex- 


PO 


Cette intégrale satisfait à la relation 


pression 


(1) frcde= [rte de + [pr de. | 


Nous avons vu, en outre, que c’est une fonction continue 
de a et de b. On aura donc (en supposant, pour fixer les 
idées, b > &) | 


b 0 
1 f(æ)dæ = im f fe) dx 
a EURE 


,b—E' 


— rm il JE) de: 
‘ae 


Ce 0 


Ces relations permettent de donner un sens au symbole 
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b 
F f(x) dx dans certains cas où la définition ordinaire par 
ed 1 


une limite de sommes cesserait d’être applicable. 

Supposons, par exemple, que la fonction f(x), sans être 
intégrable entre a et b, le soit entre a + + et b, quelque petit 
que soit « (ce qui arrivera notamment si elle est continue 
entre & et b, mais tend vers æ lorsque x tend vers la limite 
inférieure a). L'expression 


D 


Je) dx 


“a+E£ 


aura pour chaque valeur de « une valeur déterminée. Si, 
lorsque + tend vers zéro, elle tend vers une limite fixe, nous 
prendrons cette limite pour définition de l'expression 


[rte 


De même, si la fonction f(x) devient infinie (ou plus géné- 
ralement cesse d’être intégrable) aux environs de la limite 
supérieure b, ou à la fois aux environs des deux limites, nous 


b 
définirons / f(x) dx par l'équation 
b—e! 


fra tin f f(æ) dz, 


« 


ou par celle-ci 
b An UE! 
1 f(æ)dx—= lim | f(æ) dx, 


en supposant, bien entendu, que les seconds membres ten- 
dent effectivement vers des limites déterminées. 
Pour qu'il en soit ainsi, 1l faut et 1l suffit que la diffé- 


b—c" b—") A+) b—E€' 
il HE =|} +f 
a+ € a+" a+E€ b—"n 


rence 
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tende vers zéro en même temps que les infiniment petits e, 
1, =, n/, quels que soient les rapports de ces derniers. 


54. Il existe un cas important où cette discussion sera 
facile. Supposons que, à la limite inférieure a, f(x) devienne 
infinie d'ordre &. On pourra poser 


o(æx) 


(æ —- a )*° 


f(x) = 


c(x) tendant, lorsque x tend vers @, vers une limite L dif- 


férente de zéro. 
Le facteur (x — a)* restant positif entre a+e et a+n, 


le théorème de la moyenne donnera 


a+" d | 
he fe) de = Leo 


À étant une quantité intermédiaire entre le maximum et le 
minimum de o(x) entre ae et a+n. Si e et n tendent 
vers zéro, } se rapprochera de L qui n’est ni nul ni infimi. Il 
suffira donc de discuter le second facteur, dont l'intégration 
s'effectue aisément. Si aZ1, l'intégrale sera 


— ? 


ele LT LE RRON Te 
= a) | 1-30 E 


1— a APE 1— 


expression quitendra vers zéro si & <{ 1, et qui, au contraire, 
sera indéterminée si & > 1; car les deux termes dont elle se 
compose sontinfinis séparément, sans avoir entre eux aucune 
relation. 

S1 4 — 1, l'intégrale sera 


[Log(x — a)[f+1— Logn — Loge 


a+E 


et sera indéterminée. 
Donc, pour que l'intégrale [ Ps dx tende vers 


zéro, il faut et il suffit que l° ordre d’ infinitude à de la 
Te J(L) DOULEUR 
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Supposons, d'autre part, que f(x) devienne infini d’ ordre 8 
pour l’autre limite z = db. On aura de même 


(x) tendant vers une limite M finie et différente de zéro 
nc x tend vers à. Il viendra ensuite 


ce Fram. fe Ge 


ue 
= ef. (B ne 


tt étant intermédiaire entre le maximum et le minimum de 
d(x) et, par suite, tendant vers M quand e/ et n’tendent vers 
zéro. Quant à l'intégrale 


he. dx 
b—" QE z)5° 


11—f$ __ :11—8 L 
ME e SES 1, 


elle est égale à 


logn'— loge, si B—1, 


et pour qu'elle tende vers zéro, il faut et il suffit qu’on ait 


DC 
Ce résultat est le même qu’on a déjà trouvé pour la 
limite inférieure. 


55. Supposons plus généralement que f(x) reste inté- 
grable dans tout le champ ab, sauf aux environs de certains 
points Cy, C», -.., C, en nombre limité. Nous définirons 


b 
f par l'équation 
«a 


b C4 Ca b 
a a Ci cn 
1 1 Ca És b 


tes 
= lim f + lim +...+ lim 


SR res Æ ee 
E,=0 E1 —=0, £2=0 + En =0 Cr res 
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Cette définition n’a de sens précis que si les limites en 
question existent, en considérant £,, €;, €2, €, ... COMME 
des infiniment petits indépendants. 

Il peut arriver, lors même que ces limites n’existent pas en 
général, que le second membre ait cependant une limite 
déterminée dans l’hypothèse particulière où l’on a 


Ps. DE St ah 1e 
Cette limite a été nommée par Cauchy la valeur princt- 
b 
pale de l'intégrale . On pourra, dans certains cas, avoir 
[44 


intérêt à introduire cette valeur principale dans les calculs, 
lorsque l'intégrale elle-même, ne représentant rien de déter- 
miné, ne pourra y figurer. 


96. Supposons enfin que les points c,, C», ... soient en 
nombre infini. Ils formeront dans tous les cas un ensemble 
parfait. En effet, si la fonction f est intégrable aux environs 
d’un point +, c’est-à-dire dans l'intervalle deæx—hàax+h 
(A étant convenablement choisi), elle le sera @ fortiorc 
dans toute portion de cet intervalle. Si donc £ désigne un 
point quelconque compris entre x — h et x + h, elle sera 
intégrable aux environs du point &. Donc, le point x ne 
peut être un point limite de l’ensemble c,, c:, .... Donc, 
tout point limite de cet ensemble lui appartient nécessai- 
rement. 

Cela posé, décomposons le champ ab en intervalles par- 
tels, de longueur moindre qu'une quantité infiniment petite 
à. Considérons ceux de ces intervalles qui ne contiennent ni 
à leur intérieur, ni à leurs extrémités, aucun des points sin- 
guliers C,, C», .... Ils forment par leur réunion un domaine 
Jouissant des propriétés suivantes : 


1° Il contient tous les points de l'intervalle ab dont l'écart 
à l’ensemble (c,,c:, ...) est égal ou supérieur à à; 
2° Il est formé d’un nombre fini de portions a, b,, a2b2, … 
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d’un seul tenant, séparées les unes des autres par des points 
singuliers. | | 


Soit D un domaine quelconque satisfaisant à ces deux 
conditions. On pourra déterminer les intégrales 


J 


1 


bs ba 


j'dx, 1h fax 


et leur somme représentera la valeur de l'intégrale 


fra [sa 


prise dans le domaine D. 
« LS , e . , . 

Supposons maintenant que Ô décroisse indéfiniment. Le 
domaine variable D englobera progressivement tous les points 
de l'intervalle ab qui ne sont pas singuliers. Car l’écart de 
chacun d’eux à l’ensemble (c;, C2, ...) est une quantité déter- 
minée À différente de zéro. Il appartiendra donc nécessaire- 
ment à D dès que à sera devenu < A. 


S1 l'intégrale fax tend dans ces conditions vers une 
D 1 


b 
limite déterminée, nous la désignerons par J dx. Cette. 
«a ; 


définition comprend évidemment celle que nous avons donnée 
ci-dessus pour des cas particuliers. 


57. Pour que cette limite existe, 1l faut et il suffit évidem- 
ment qu’on puisse trouver pour chaque valeur de s une quan- 
tuité correspondante n, telle que, en appelant D et D, deux. 
domaines quelconques correspondants à des valeurs de la 
variable à moindres que n, on ait toujours 


fra [rar 


Soit donc À un domaine quelconque contenant D et formé 
comme lui de parties d’un seul tenant séparées par des points 


Es 
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singuliers ; 1] satisfait aux mêmes conditions que D, pour la 
même valeur de à; on aura donc comme cas particulier de 
l'inégalité précédente 


fra fraxl<e 


Cette dernière inégalité suffit d’ailleurs pour l’existence de 
la limite cherchée ; car, si elle est satisfaite, prenons pour A 
le domaine A, formé par les points de l'intervalle ab qui 
appartiennent à D ou à D, ou qui sont situés entre un point 
de D et un point de D, sans en être séparés par un point 


LA 


IDE 


singulier ; nous aurons 


fs <: 
\ D 


ES 


1 


d’où 


quantité infiniment petite. 


98. Le domaine À — D est formé d’un certain nombre de 
portions d’un seul tenant «,f,, 4: fB2,...; et l’on aura 


El =) > [ra > fra > [liée 


Cette dernière somme pourra être rendue moindre que &, 
si | fladmet entre a et b une intégrale finie (et par suite déter- 


minée ; car |f| étant positif, son intégrale ne peut que croître 
avec l’étendue du champ). Fable 


b b 
Donc f J dx sera toujours déterminée si f [fl dx est 
« a 


Jinte. De plus, on aura 


f 1e 


= [ifa)1ée 
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Car cette inégalité a lieu pour chacun des intervalles à, b,, 
&> De, ... qui constituent le domaine D. Ajoutant ces inéga- 
htés, il vient 


frmas|=|S [ras >| fra 
2Z fines firiar 


et, en passant à la limite, on obtiendra la relation cherchée. 


Nous pourrons dire, par analogie avec une dénomination 
adoptée dans la théorie des séries, que l’intégrale 


b 


} f dx 


(supposée déterminée) est absolument convergente, si 


b 
[id 


est finie; semi-convergente dans le cas contraire. 


l'intégrale 


99. Par analogie avec ce qui précède, nous définirons les 


fra [ sas [ras 


par les équations 


symboles 


b 
11 = inf: js = ins fe 
D'—=00 Lee ao y 


à condition que les seconds membres aient des limites déter- 


minées. 
Pour cela, il faut et 1l AT évidemment que la différence 


b! b b' 
[ - f = L ; 
a a b 
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LA 


«œ 
ou la différence analogue f , ou enfin toutes deux à la fois, 
PUS 2 


tendent vers zéro, lorsque b et b' tendent vers + «, et a, a” 
vers —— ©, 


Comme on a 


LE [dx = fldr, 


on voit que l'intégrale de f dans un champ infini sera encore 


f ral f 1714, 


déterminée toutes les fois que l'intégrale de | f | dans le même 
champ sera finie, et que son module ne pourra surpasser 
cette dernière intégrale. 

On dira encore dans ce cas que l'intégrale est absolument 
convergente ; elle sera semi-convergente, si elle reste déter- 
minée, sans que l’intégrale de | f| soit finie. Nous donnerons 
plus loin un exemple de ce genre. 

Enfin nous appellerons valeur principale de l'intégrale: 


20 
JË l'expression 
2 


b 
lim 
b = Sp 


co 


laquelle se confond évidemment avec l'intégrale si celle-ci 


a un sens précis, mais qui peut être déterminée sans que cette 
dernière le soit. 


60. Il existe ici encore un cas très général où l’on peut. 
reconnaître si l’intégrale est ou non déterminée. 

Supposons que, pour æ —=+,/f(x) soit un infiniment 
petit d’un ordre déterminé 2, de telle sorte qu’on ait 


f(x) = 


y 


o(x) 
x 


o(æ) tendant vers une limite fixe L, finie et différente de zéro: 
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quand x tend vers + «. On aura 


À étant intermédiaire entre le maximum et le minimum de 
o(æ) dans le champ d'intégration, et tendant vers L lorsque 
b et b' croissent indéfiniment. D'autre part, on a 


Pod bia pie 


. = 
at Res , Si XI, 


b' 
= 14 Ÿ —_— 7" 
— log b — logb”, Ste 


pour bet b'infinis, cette expression tendra vers zéro sia=>1; 
elle sera indéterminée si 4 Z1. Donc, pour qu'on puisse 
’ à NL , . . . = ,° . se 
étendre le champ d'intégration jusqu’à l’infint positif 
sans que l'intégrale cesse d’être finie et déterminée, il 
faut et il suffit que, pour x =+, f(x) soit infiniment 
petit d'ordre > 1. 

On arriverait évidemment au même résultat pour l'infini 
négatif. 


GI. Nous avons établi au Tome I un certain nombre de 
propriétés des intégrales définies, fondées sur leur définition 
comme limites de sommes. 

Il est essentiel de reconnaître jusqu’à quel point ces pro- 
positions subsistent pour les nouvelles intégrales que nous 
venons de définir. 


1° Les relations (1) et (2) subsistent évidemment, puis- 
qu'elles sont le point de départ de nos généralisations. 
2° Il en est de même de la formule 


(3) f=-f 


En effet, l'intervalle &«b étant d’abord supposé fini, décom- 
posons-le, comme 1l a été expliqué, en intervalles partiels 
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infiniment petits; on aura, pour tout intervalle &;bx, qui ne 
contient aucun des points singuliers €, C, .…, 


pe ia 
ak bk 


: Sommant les équations ainsi obtenues et passant à la limite, 


il viendra 
b a 
1 il 


Cette formule, étant ainsi démontrée pour des valeurs 
finies quelconques de a et de b, subsistera encore à la limite, 
si l’on fait tendre vers l'infini & ou b, ou tous les deux à la 
fois. 

Nous avons encore trouvé (t. I, n° 55) les résultats sui- 
vants : 


DS LLOonN a 
PT)=GTUAIE Cest) 


Ci, Go, .… étant des constantes et f,(x), f2(x), .… des fonc- 
tions intégrables, on en déduit 


b b | b 
G) f Je)de=G f near + Cf (a) de +... 
4 Sif(x)Zf,(x) et b > a, les deux fonctions étant inté- 


grables, on a 
b | b 
Î fæ)drz [ f(x) dx. 


Soient, par suite, v(x) et Y(æ) des fonctions intégrables 
dont la première reste positive dans tout l'intervalle &b, 
tandis que la seconde reste comprise entre deux nombres 
fixes M et m. En supposant, pour fixer les idées, M> met 
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b> a, on aura 
b b b 
(9) m [. o(a)dez [ o(æ)Y(æ)de M f o(x}dz, 
et, par suite, 
b b 
f o(x)d(æ)de=p f o(x) dx, 


& étant intermédiaire entre M et m. 

On voit, par un raisonnement identique au précédent, que 
ces relations subsistent encore pour nos intégrales généra- 
lisées. 


62. Si F(x) est une fonction primitive de la fonction f(x), 
intégrable de aà b,ona(t. I, n° 82) 


b 8 
LÉ f(æ) dæ =F(b)—F(a). 


L'extension de cette formule au cas actuel réclame plus 
d'attention. | 

Remarquons tout d’abord que, x désignant un point quel- 
conque de l'intervalle ab, on a 


b De b 
[ = fl E 
«a «a TX 
Les deux intégrales qui figurent au second membre de 


cette formule, pouvant être calculées indépendamment l’une 
b 


de l’autre, doivent être finies et déterminées pour que f 


«a 
TL 
le soit. L'intégrale représente donc une fonction de x, 
8 


définie dans tout l'intervalle ab. Cette fonction est d’ailleurs 
continue, Car, si € est un infiniment petit positif, on a par 


; x—E x 
RAS MESA E 
a a 


définition 
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et, d'autre part, 


THE b b b b x 
im f = inf ff = 
a a X + € a x a 


Enfin on sait que, pour toute valeur de + pour laquelle 
f (æ) est continue, cette intégrale a pour dérivée f(x) (t. f, 
n° 81). 

Supposons maintenant que f(æ) soit continue dans tout 
le champ ab, sauf en certains points isolés c;, ..., ch. Soit 
F(x) une fonction primitive, qui Jouisse de la même pro- 


x 
priété que / , à savoir d’avoir une dérivée égale à f(x) 
«a 


dans tout le champ, sauf peut-être aux points c,, ..., cn. La 


différence 


ayant sa dérivée constamment nulle dans l’intérieur de cha- 
cun des intervalles acs, CiC2, ..., Cnb, s'y réduira à une cons- 
tante; mais celte constante pourra varier d’un intervalle à 
l’autre. Soient Æ, Æ,, ..., k, ses diverses valeurs. On aura 


F(a) = fra rt2e 


b 
F(b)= f DÉC) Eee + Kn, 
d’où 4 
b 


# f(x) dx =F(b) — F(a) — (KA, —k). 


Le terme complémentaire £, — k n’est autre chose que la 
somme des discontinuités que la fonction F(x) présente aux 
points C4, ..…., Cn. On a, en eflet, 


Ra RER RER SA 


Or la discontinuité de F(x) au point c; est par définition 
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l'expression 


; Ci+E£ Ci—E 
limÇF (ee) Fer tim| f +ki f ha], 


et se réduit à À; — k;_,, puisque l’intégrale est une fonction 
continue. 

D'ailleurs F(x), ayant une dérivée en tout point autre que 
Ci. Cn; ÿ Sera Continne. 

Nous aurons donc finalement 


b 
(6) [ fe) de =F(b)—F(a)—A 


A désignant la discontinuité totale de la fonction F(x) dans 
l'intervalle de & à b. ; 

Un passage à la limite permettra d'étendre cette relation 
au cas où le champ est infini. 


63. La règle pour l'intégration par parties est une consé- 
quence immédiate de ce qui précède. 

Soient, en effet, f(x) et (x) deux fonctions telles que 
f(x) 2'(x) et f'(æ)o(x) soient continues entre a et b, sauf 
en des points isolés. La somme 


f(aæ)g'(z)+f'(x)o(x) 


étant la dérivée de f(x) (x), on aura, en appliquant la for- 
mule ci-dessus, 


b 
(7) ‘A Le) pe) + f'(æ) ete] de =[/(æ) (x)? — A, 


A désignant la somme des discontinuités de f(xæ)o(x). 
Si donc l’une des intégrales 


b b 
[ f(x) ?'(x) dx, W f'(x)}o(zx) dx 


a une valeur déterminée, et s’il en est de même du second 
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membre de l’équation, l’autre intégrale sera également déter- 
minée, et pourra se calculer par cette formule. 

L’équation (7) subsistera d’ailleurs à la limite, si & ou b 
tendent vers co. 


64. Nous avons vu que, siv(t) est une fonction quelconque, 
dont la dérivée reste continue et différente de zéro dans l’in- 
tervalle de £{, à T, on a, en supposant 


æ — (4), 
la relation 
(T) ï 
(8) f(x) dæ= | flop(4)]9"(e) de. 
dE j ; 


Supposons maintenant que v’(£) devienne nulle ou discon- 
tünue, mais seulement à l’une des deux limites du champ, en 
T, par exemple. On pourra appliquer le théorème dans lin- 
tervalle de £, à T — €. Il viendra 


@(T—E) TE 
robe (£)]o'(E) dt. 
jf fl J ACOIE 


to) 


Faisons tendre e vers zéro. Si la fonction v(£) reste con- 
ünue au point T, ©(T— =) tendra vers ©(T) et l’on obtiendra 
la formule (8). | 

Si o(T— €) tendait vers + œ ou vers — w, cette formule 
subsisterait encore, en y remplaçant o(T) par + ou par 
00 ‘ 

Si nous admettons enfin que la fonction +'(£) reste con- 
tinue et de même signe dans tout l'intervalle de T à + «, par 
exemple, on pourra, sans que la formule cesse de subsister, 
y faire croître indéfiniment la quantité T ; © (T), variant tou- 
jours dans le même sens, tendra vers une limite déterminée, 
finie ou infinie ; en la désignant par v(æ), on voit que la for- 
mule subsiste encore pour FT — «. | 

Supposons, en dernier lieu, que la dérivée &/(+) soit nulle 
ou discontinue en des points isolés €, €», .… situés dans le 
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champ d'intégration. On devra, pour opérer en toute sécurité, 
décomposer le champ ab en intervalles partiels aci, ci C2, …, 
dans chacun desquels on pourra appliquer la formule précé- 
dente, car f'(t) n’y devient nulle ou discontinue qu’aux 


limites du champ. 


65. Soit, comme exemple, à transformer l'intégrale 


fra 


par le changement de variable 


Si a et b sont de même signe, lorsque æ varie de a à b, 


; THAT nie Re : : 
é varie de à; et la dérivée restera continue et difté- 


rente de zéro. On aura donc 
1 j 
b D 13) dé 
an Ce 
a 1 Ê 
a 


Mais cette formule serait inexacte s1 a et b étaient de signe 
contraire : car æ passe par la valeur zéro, pour laquelle RE 
1 D P F.B 4) di 


b 
s’annule. On devra donc décomposer l'intégrale / dans les 
«a 


: 0 d 
{ + f.; 
a 0 


qu'on transformera séparément. 
Soit, par exemple, a < 0, b > 0. Lorsque x varie deaào, 


deux suivantes 


. Le , = . 
t varie de — à —; quand æ varie de o à b, { varie de + 
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à T° La véritable formule de transformation sera donc 
1 I 
b =" d0 b re 1) dt 
«a 4 —- 00 


66. Soit encore à transformer l'intégrale 


T 
fs sin” x dx 
0 


par la substtution 
æ—arcsiné. 


La dérivée de arc sint est égale à 


I H 


COST 1 —# 
: : A T ’ 
Elle devient infinie pour x ==: On devra donc décomposer 


l'intégrale dans les deux suivantes 


T 
2 T 
f + f 
70 7 
2 


Dans la première, £{ varie de 1 à 0, cosx est positif; l’inté- 
grale transformée sera donc 


1 PAL dt 


le radical étant pris positivement. 
Dans la seconde, £ varie de 1 à o, et cosxest négatif ; elle 
a donc pour transformée 


0 


fe PAL dt = f tn dt 
—Vi=# Vie 
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A joutant les résultats trouvés, 1l viendra 


27 m dt 
il same de = f° . 
0 Vie €? 


67. Le théorème établi (1. [, n° 329) pour l'intégration des 
séries peut être généralisé comme il suit. 
-Soit 


ts la te de 


une série dont les termes sont des fonctions de x, admettant 
des intégrales déterminées dans l’intervalle de a à d (ces 
limites pouvant être infinies). Si le reste R,, négligé en 
s'arrêtant au n°" terme de la série, peut se mettre sous la 
forme 
Res 

o(æ) étant une fonction positive de x, dont l'intégrale entre 
a et b soit finie, ete, un facteur qui tende uniformément vers 
zéro lorsque n 4 vers l'infini, on aura 


b ,0 b 
(9) Sdz= | us de +: f Ua ÜX +. 
(2 : «Œ a 


On a, en effet, 


A0 b b D 
f Saæ=f aide ++ [ an de + f Re 


Il suffit donc de montrer que le terme complémentaire 


b b 
7 TEEN En P(A 


tend vers zéro quand 2 tend vers ©. Or on peut prendre » 
assez grand pour que, dans tout le champ, |e,| soit constam- 
ment moindre qu'une quantité s d’une petitesse arbitraire, et 
le théorème de la moyenne donnera 

b 


ai o(æ) de, 


b 
Je En o(x) dx 


quantité qui tend vers zéro. 
FE — AT 


on 
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68. Soient «a, À, b, B des constantes finies; f(x,y) une 
fonction des deux variables æ, y, continue dans le rectangle 
R formé par les droites x3—=a, x—A, y —b, y =B: On 
aura (t. I, n° 58) l'égalité 


(10) [af fa f af rar 


car les deux membres de cette égalité ne sont que deux 
expressions différentes de l'intégrale double 


RE dy. 


Mais si l’une des limites à, À, b, B devenait infinie ou si 
f(x, y) cessait d’être continue dans tout le champ d'intégra- 
tion, la démonstration précédente n'étant plus applicable, 
l'égalité (10) pourrait cesser d’être exacte, ainsi que le mon- 
trent les exemples suivants. 


69. Posons 
NET AR Guy, 
— arc lang =» JE mo 
deb D A—B=1, 
On aura 
OV. —7 OV æ 
0x Ur EE y 0000 vert Et 


1 
V 
Me 
J 7), 0x0 
= 2 — [arctangy]! = 
1 F 1 
AR Vale — dr LR 
fefe=f elle =-t 


70. Considérons en second lieu la fonction 


Aæm Bam-t+,,,+Kx+L, 
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À, B,..., K, L étant des constantes, que nous supposerons 
réelles pour plus de simplicité. 
Posons 


æ = p(cosp + Esino). 
La fonction prendra la forme ; 
P + Qr, 
en faisant, pour abréger, 


P — Ap”"cosmo + Bo”"-!cos(m—1)o +...+ Ko coso + L, 
Q—Ap"sinmo + Bp"-tsin (m—1)o +...+Kpsino. 


Posons 


P 

== arctans =. 
za) 

oP . 90 

r RU Le 
NY dœ , 


0p P?+ Q: 


On en déduit 


(HA > 9Q 
OVER T0 09 
DORA OUR 
dV M 


M désignant un polynome par rapport à o et aux sinus et 
cosinus des multiples de ©. 
i 
Nous allons démontrer que, en désignant par R une quan- 
tité suffisamment grande, les deux intégrales 


1 ef A do 
a de 
Pa oo UE UGS 
2T Fe 
d? V 
de [ ——— dp, 
Î 140806 


n'auront pas la même valeur. 


et 


68 SECONDE PARTIE. — CHAPITRE I. 


La première intégrale est égale à 


R 2m 
FO 
0 A 
V 


car, — reprenant, pour 6 —0 et o— 27, la même valeur, la 
: 00 ? i 1 ? 


quantité à intégrer est nulle. 
La seconde intégrale a pour valeur 


2% R 
[ do (5) : 
0 "\ do /0 
OV 


0Q ) A 
Or, pour p—0; On à O0 et de) d’où Fe —0ù 
Pour 5 — R, on aura, en n’écrivant que les termes du degré 
le plus élevé en KR, 
PAR McoSmp EEE 


OZ ARrSRImE ER. 


oP È 

de —— mAR" sinmo+..., 

0Q 

a = MmARTCOoSmRDEES 

d’où | 

OV — mA?R?+ ... PES 
CL  h 
00 A2 Rime, Set l 


e élant une quantilé très petite, quand R est très grand. 
La seconde intégrale a donc pour valeur 


27H 
jh dp(— m+e) 
0 


2T 


J — mdp=—2mr, 
0 


ou sensiblement 


quantité différente de zéro. 
Les deux intégrales que nous venons de calculer ayant 
une valeur différente, il faut nécessairement que la fonc- 


9 


pa 


09 do 


uon soit discontinue dans le champ de l'intégration, 


ed; 
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3 M 

ANT re 
RTE OR 

tions évidemment continues. Elle ne peut donc devenir dis- 


Mais elle est égale , où M, P, Q sont des fonc- 


continue que si son dénominateur s’annule. Il existe donc un 
système de valeurs de o et de © qui annule à la fois P et Q. 
Donc il existe une valeur o(coso + sine) de la variable æ 
qui annule le polynome Az" + Bæ”ct +... + EL. 

Nous avons ainsi démontré à nouveau cette proposition 
fondamentale de la théorie des équations, que toute équa- 
tion algébrique a une racine. 


71. Ilest utile d’assigner un ensemble de conditions suf- 
fisantes pour qu'on puisse opérer avec sûreté le renverse- 
ment de l’ordre de deux intégrations successives. 

Supposons d’abord a, À, b, B finis et admettons : 


1° Que les points c du champ pour lesquels la fonction f 
cesse d’être continue soient tous situés sur un nombre limité 
d’arcs de courbe continus P,Q,,..., P,Q, sur chacun des- 
quels x d’une part, et y de l’autre, aillent constamment en 
croissant ou constamment en décroissant ; 


æ+À 
2° Que l'intégrale f fdx, prise suivant un segment 
F4 


d’une parallèle aux +, situé d’une manière quelconque dans 
le champ, et dont la lonzueur À ne surpasse pas un nombre 
fixe /, ait toujours une valeur déterminée, dont le module 
soit constamment inférieur à une quantité 27, ne dépendant 


que de /'et tendant vers zéro avec lui; 
Y+À 
3° Que l'intégrale analogue f dy, prise suivant une 
: pi 
parallèle aux y, ait de même une valeur déterminée, de 
module moindre qu’une quantité €, analogue à e/. 
dul dre qu’ quantité 2, 9 


Dans ces conditions, nous allons montrer : 1° que les 


B A x A B 
1h dy f td et [ dx [ f dy 
b «a « vb 


intégrales 
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ont des valeurs finies et déterminées; 2° qu’elles sont 
égales. 

Remarquons d’abord que, sur chacun des ares PQ, x est 
une fonction continue de y, toujours croissante ou toujours 
décroissante, et réciproquement. Les points de cet arc com- 
pris dans la bande limitée par deux parallèles y et y + dy à 
l’axe des x infiniment voisines l’une de l’autre auront donc 
des abscisses infiniment peu différentes; et si nous suppo- 
sons dy < à, à désignant un infiniment petit, 1ls seront tous 
contenus à l’intérieur d’un rectangle 7 de hauteur dy et de 
longueur moindre que /, / étant une quantité que nous pour- 
rons faire décroître à volonté en même temps que à. 

Chacun des z arcs. P,Q,,..., P,Q, donnera lieu à un 
semblable rectangle (si toutefois il rencontre ‘la bande de 
hauteur dy que nous considérons). Si deux des rectangles 
ainsi formés empiètent l’un sur l’autre, ou sont contigus, 
nous les réunirons en un rectangle unique dont la longueur 
sera moindre que 2/. Continuant ainsi, on voit que tous les 
points des arcs P,Q,, ..., P,Q, contenus dans la bande 
seront intérieurs à des rectangles r,, 7%, ... dont le nombre m 
est au plus égal à », et tels que la somme de leurs longueurs 
soit moindre que nl. 

On en conclut que l’intégrale 


[rca 


est une fonction continue de y. En effet, elle se compose : 


1° De m intégrales prises suivant les segments de la droite 
d'intégration renfermés dans les rectangles r,, ..., rm. Le 
module de chacune d'elles sera << ew, et il en sera de même 
pour les modules des portions correspondantes de l'inté- 
grale 


A 
1: J(X, y + dy) dx. 
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2° Des m +1 intégrales prises suivant les segments de 
la droite d'intégration extérieurs aux rectangles. Celles-ct 
seront des fonctions continues de y puisque f(x, 7) est con- 
unue en dehors des rectangles. Le module de l’accroissement 
de chacune d'elles, lorsque y sera changé en y + dy, sera 
donc moindre qu'une quantité arbitraire &, si dy est assez 
petit. 

On aura donc 


A A 
15 f(x, y + dy) dx - f HEC) AT IE Men EUMOHATEE 


Or, si l’on fait décroître indéfiniment dy, on pourra faire 
décroître en même temps &, à et, par suite, /, sy; notre pro- 
position est donc établie. 


B A 
de dy Î J dx, 
b a 


intégrale d’une fonction continue de y, sera finie et déter- 


L'expression 


minée. 
La même démonstration s’appliquerait évidemment à l’in- 


EN B 
Î de f RAY 
a b 


Il reste à prouver que ces intégrales sont égales. 


tégrale 


712. Pour cela, décomposons le champ d'intégration par 
des parallèles aux axes coordonnés en rectangles élémen- 
taires de côtés moindres que à. Désignons généralement par e 
ceux de ces rectangles qui n’ont aucun point commun avec 
les arcs PQ ; pare’ les autres, qui rencontrent au moins l’un 


, B ; À 
il dy | fase 
b a 


de ces arcs. 
L'intégrale 
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est évidemment une somme d’intégrales analogues ayant 
respectivement pour champ les divers éléments e et e'. D’ail- 
leurs dans les éléments e, où la fonction f reste continue, 
l'intégrale double Sfdxdy existe et représente la valeur de 


far [ras on aura donc 
B A £ : 
dy f dx = 3 S f dx dy + far fra 
alen  e 


Nous allons montrer que le dernier terme de cette égalité 
tend vers zéro en même temps que à. 

Soient en effet e, ceux des éléments e/ qui sont compris 
entre deux parallèles aux x consécutives, yx et y4 + dy. 
Ceux de ces éléments 6}, qui rencontrent un même arc PQ 
seront contigus, et leur réunion fournira un rectangles entiè- 
rement contenu, si les parallèles aux y sont suffisamment 
rapprochées, dans le rectangle r de longueur À moindre 
que / qui, d’après le numéro précédent, contient à son inté- 
rieur tous les points communs à PQ et à la bande considérée. 
À chacun des ares P,Q,,..., P,Q, qui rencontrent la bande 
correspond ainsi un rectangle p. Réunissant encore en un 
seul ceux de ces rectangles qui seraient contigus ou empié- 
teraient les uns sur les autres, on voit que les éléments e, se 
groupent en rectangles 0, 


c,, .. en nombre au plus égal à 


et tels que la somme de leurs longueurs soit moindre 


que n[. 


La somme des intégrales [ay [fax relative aux élé- 


_ments e, est évidemment égale à la somme des mêmes inté- 
grales relatives aux divers rectangles 0,, 02, .... Or, pour 


chacun de ceux-ci, l’intégrale [fax ayant son module 


moindre que e»;, celui de l'intégrale / dy [ fdæ sera 


moindre que 
Yk+dYrk 
1 ETAT Er AVES 


Yk 
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On a donc 
X far fra € nerr dYp: 
él 


et par suite 


E Ja fra 


22 Z Jr f#e 


Es ÉD dyx< nen(B — bd), 


k 


expression dont la limite est bien égale à zéro. 
Il résulte de ce que nous venons d'établir qu'on a 


B +nA 
dy dz = him S f dx dy. 
1. IR lim D, SJ dx dy 


On obtiendrait, par un raisonnement identique, le même 
A B 
résultat pour l'intégrale | dx fe f dy. Ces deux intégrales 
a “00 


sont donc égales. 


73. Le théorème qui vient d’être établi subsistera encore 
si l’on suppose : 1° que les conditions (1) et (2), sans être 
nécessairement satisfaites dans le rectangle (a, À, b,B), le 
soient dans tout rectangle (a, À, b+n, B— #1) quelque 
petites que soient les quantités positives n, n/; 2° que la con- 
dition (3) soit satisfaite dans le rectangle (a, À, b,B). | 

En effet, les deux derniers termes de l'expression 


B ET b+n .B 
[ ræ=] far+f fay+f J dy 
b b+"n b B—")/ 


ont, par hypothèse, un module 2, si n et r/ sont moindres 
que /, quel que soit d’ailleurs x ; la somme de leurs variations, 
lorsqu'on y change x en x + dx, est donc moindre en valeur 
absolue que 4 es. 


74 SECONDE PARTIE. — CHAPITRE II, 


En outre, le premier terme est une fonction continue de x. 
B 
Donc “ f dy sera également continue, car, en prenant 
b 


d’abord /, puis dx suffisamment petits, on pourra faire 
décroître autant qu’on voudra chacun des termes de sa 


A B 
if de | AY 
«a b 


aura donc une valeur déterminée, qui sera la limite de l’in- 


HA B—" 
je dx J dy, 
a b+'n 


car la différence entre ces deux intégrales sera égale à 


n À b+n B 
jl dx jf f dy + f H'AYA, 
«a b B—" 


expression dont le module est moindre que 


variation. 
L'intégrale 


tégrale 


+ 


A 
1 2e, dx —2e(À — a) 


«a 


et, par suite, tend vers zéro avec l. 
Mais on a 


A B—" B—" 2 À | 
1 dæ f POV dy | 1. da 
a b+n b+n a 


la imite dont nous venons d’établir l’existence n’est donc, 
par définition, autre chose que l'intégrale 


B A 
Ja dy [ 1 de. 
b a 


Ilest d’ailleurs évident que le théorème subsistera encore 
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pour tout champ décomposable en un nombre limité de rec- 
tangles dont chacun, considéré séparément, satisfasse aux 
conditions précédentes. 


74. Passons enfin au cas où le champ est infini. Suppo- 
sons, à cet eflet, que a, À, D restant fixes, on puisse faire 
croître indéfiniment B sans que le théorème cesse d’avoir 
lieu. | | 

Admettons, en outre, que pour toutes les valeurs de x 
comprises entre a et À, l’intégrale 


Î f dy 


ait une valeur déterminée, dont le module soit moindre que 
e82(æ), le premier facteur s, restant borné et tendant unifor- 
mément vers zéro pour B— dans tout l'intervalle de æ— a 
à æ — A (ou tout au moins dans toute portion de cet inter- 
valle qui ne contient pas certains points isolés ©, c', ...); 
(x) désignant d’autre part une fonction de x, positive, 
également bornée entre a et À et admettant dans cet inter- 
valle une intégrale finie. 


© 
Dans ces conditions, l'intégrale f { dy représentera entre 
b 


a et À une fonction de +, continue (sauf peut-être aux 
points exceptionnels c, c',...). En effet, soit x un point 
quelconque différent de ceux-là ; on aura 


(11) [ro=f re fra 


Pour toutes les valeurs de x suffisamment voisines de 
celle que nous considérons, 2(x) sera inférieur à une quan- 
uté fixe M, et e4 pourra, en prenant B assez grand, être 
rendu moindre qu’un nombre arbitraire e. La variation du 


terme f J dy en passant du point + à un point infiniment 
B 


voisin æ + dx aura donc son module moindre que 2Mae, 


A - RES ie À JE nb Se or pa FR) SES LE nai NT 2 L'or de h. 34 22 SA F7 
“ec é £ un \ aa À r+ à 


AR z < - SEL, 
cl : : 
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B 
D'autre part, F f dy étant continue, le module de sa varia- 
É | 


uon sera Le si dx est assez petil. 
2 
Le module de la variation de f fdy sera donc moindre 


que (2M—+1): et décroîtra ainsi autant qu’on voudra, en 
faisant d’abord croître suffisamment la quantité auxiliaire B, 
puis prenant dx assez petit. 

Si donc il n'existe dans le champ &A aucun des points 


exceptionnels €, c',... que nous avons supposés, Î f dy 


sera continue dans tout le champ, et l'intégrale 


% de f dy 
a bd 


aura une valeur déterminée. 
Dans tous les cas, d’ailleurs, où cette intégrale, ou celle-ci 


TA 


A B 
11 of RTE EE l'ar | © Jar = in da | f dy, 
BE ms b ) 


sera déterminée, elles le seront toutes deux, et elles seront 
égales. Intégrant, en elfet, l'évalhté (ir) der = Ga 
faisant tendre B vers æ, 1l viendra 


‘1 def” jdn f af f'dy + lim [af rer 


Il suffira donc pour établir notre proposition, de montrer 


A œ 
1e dx 1 J dy 
«a B 


a pour limite zéro pour B—. 


que l'expression 


Pour cela, isolons dans le champ &A des intervalles par- 
uels de longueur à contenant respectivement dans leur 
intérieur les divers points €, c', ..…. 


TL Le 
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Considérons l’un de ces intervalles 4%/ contenant le pointe, 
par exemple. 
Le module de l'intégrale 


(l f dy 


BR 


y sera moindre que &,%(x) et a fortiori moindre que o(x), 
u désignant le maximum de la fonction s4, qui est supposée 


(e 4 co 
bornée. L'intégrale f az f fdy prise dans cet intervalle 


aura donc un module moindre que ef UE qui tend 


vers zéro avec à, EEE o(x) est supposée intégrable. 

Donc, en prenant à assez peut, on pourra faire décroître, 
autant qu'on voudra, la somme des intégrales relatives aux 
petits intervalles que nous avons isolés. Désignons par D le 
reste du champ ; ex y tend uniformément vers zéro lorsque B 
tend vers œ ; donc, en prenant B assez grand, on pourra 
rendre s$ Constamment moindre qu’une quantité arbitraire e ; 
on aura, par suite, 


Las f ral <e fade ce f'atarde 
D D a | 


B 


quantité qui tend vers zéro avec €. 


[a fra fa fra 


étant établie, sous les conditions précédentes, faisons 
tendre À à son tour vers æ. Admettons : 1° que pour les 
20 


valeurs de y comprises entre b et c, l'intégrale f° fdzæ ait 
une valeur déterminée, de module inférieur à s, 4 (p), crestant 


toujours borné et RARE uniformément vers zéro lorsque ER 
tend vers æ, dans tout l'intervalle de b à æ (sauf peut-être 


oo 


ai 
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aux environs de certains points exceptionnels, en nombre 
fini), et Ÿ(y) étant une fonction positive de y, dont l'inté- 
grale de b à æ soit finie. Ün raisonnement tout semblable 
au précédent montrera que, si l’une des intégrales 


% dy [ fu, 1 dz [| f dy 
b a a b 


est déterminée (ce qui arrivera toujours s'il n’y a pas de 
points exceptionnels), elles seront égales. 


II. — Intégrales multiples. 
Net Co , 

76. La définition des intégrales multiples peut être aisé- 
ment généralisée comme celle des intégrales simples l’a été 
dans la Section précédente. Pour fixer les idées, nous consi- 
dérerons les intégrales doubles. 

Soit f(x, y) une fonction de x, y, laquelle reste bornée 
aux environs de chaque point d'un domaine borné E, sauf 
aux environs de certains points c, c', ... en nombre fini ou 
infini. Nous pouvons supposer ces points d'exception situés 
sur la frontière de E; car, s’ils lui étaient intérieurs, en les 
excluant de ce domaine nous constutuerions un nouveau 
domaine pour lequel ils seraient des points frontières, et 
c’est sur celui-ci que nous raisonnerions. 

Soit D un domaine quelconque, mesurable et parfait, 
intérieur à E. La foncuon f(x, y) y sera bornée; car autour 
de chaque point x, y de D on peut tracer un cercle dans 
lequel f est bornée ; elle le sera a fortiori dans tout domaine 
contenu dans ce cercle. Si donc cette propriété a lieu pour 
tout cercle ayant son centre en un point x, y, quelque grand 
que soit son rayon, elle aura lieu pour D; sinon on pourra 
déterminer un nombre r tel que f soit bornée dans les 
cercles de centre (x, y) et de rayon < 7°, mais ne le soit plus 
dans les cercles de rayon > 7. 

Ün raisonnement identique à celui du n°222 (t. 1) montre 


A 
ee 
r 


. 
RES 
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que rest une fonction continue de +, y et admet dans D un 
minimum © différent de zéro. Or on peut décomposer D en 
un nombre fini d'éléments de diamètre < bo ; la fonction f, 
étant bornée dans chacun d’eux, le sera dans D. 

La fonction f admettra donc dans D une intégrale par 
excès et une intégrale par défaut; nous les représenterons 
respectivement par S,fde et Si fde, ou, plus simplement, 
par Sy, S5. Lorsque nous n’aurons à considérer qu’une seule 
d'entre elles et que le raisonnement pourra s'appliquer 
indifféremment à l’une ou à l’autre, 1l deviendra inutile de 
les distinguer; on pourra donc les désigner par la notation 
commune S,, en supprimant l'indice supérieur. 


77. Soit donc S, l’une ou l’autre de nos deux intégrales. 

Si nous faisons varier le domaine D d’une manière quel- 
conque, de telle sorte que son aire ait pour limite l’aire inté- 
rieure de E, 41 pourra arriver que l'intégrale S; tende vers 
une limite déterminée. Nous dirons dans ce cas que cette 
limite est l'intégrale dans le domaine E, et nous la représen- 
terons par Sg. 

La condition nécessaire et suffisante pour que cette limite 
existe est que l’intégrale S, tende vers zéro lorsque D varie 
d’une manière quelconque, de telle sorte que son aire tende 
vers zéro : autrement dit qu’à tout nombre positif e on puisse 
faire correspondre un autre nombre à tel que, pour tout 
domaine D (mesurable, parfait et intérieur à E) d’aire 
moindre que à, on ait 


Ron ee. 


En effet, supposons cette dernière condition satisfaite et 
considérons deux domaines quelconques D et D' ({ mesu- 
rables, parfaits et intérieurs à E) tels que leurs aires D et D’ 
diffèrent de l’aire intérieure de E d’une quantité moindre 
que ©. Soit d l’ensemble des points de D qui n’appartiennent 
pas à D’; d' celui des points de D' qui n’appartiennent pas 


PU 4 Là ee OO LL ET OR EN I PEN EN NEREEES 
ET. € LR =" \ GE PA a se er d ERA I FE +: LL: PCs TT 
’ ee PTT RS NES TR Se , 
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à D; on aura évidemment 


d«<E— D'<iô, dE Dre, 
D—D'—d4— d' 
et, par suite, 
SC 


| Sn — Sp || Sa [+ [Sr <2e, 


ce qui prouve l'existence de la limite S+. 

Réciproquement, supposons la condition non satisfaite. Il 
existera une quantité € pour laquelle on pourra déterminer 
un domaine d, d’aire inférieure à une quantité quelconque à 
et tel que que l’intégrale Sy ait son module 5e. 

Soit D un domaine mesurable et parfait contenant d, 
intérieur à E et tel que E — D soit moindre que à. Si nous 
enlevons du domaine D Îles points intérieurs à d, nous 
obtiendrons un nouveau domaine D'=— D — 4 dont l'aire D’ 
sera >> E — 20. Les deux aires D et D' tendront toutes deux 
vers E si l’on fait décroître à; mais la différence des inté- 
grales correspondantes 


Sp — Sp = Sy 


aura son module au moins égal à &. Donc la limite S; n’exis- 
tera pas. 


18. Les deux intégrales 
Afde, Sèfde 


sont, par définition, les limites des sommes 


_ 
> M, der, > my dey, 


D D 


<2 
où M}, mx sont le maximum et le minimum de 1 dans l’élé- 


ment infiniment petit de, Le maximum L; du module de f 
dans cet élément sera la plus grande des deux quantités. 
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[M;|, |]; on aura donc 


| 2 M, dex|=2L: de, 


| 2 my;dez;|z2L;dez, 
et en passant à la limite 
| ISbIZSHfIde,  |Si|ESH/ de. 
Si donc, lorsque D tend vers zéro, on a 
(1) limSÿ|f|de — 0, 
on aura & fortiort 
(2) PAS HD 0, HimSi —0, 


et les deux limites Si, Si seront déterminées. 


719. Nous allons voir que, réciproquement, des condi- 
tions (2) entraînent comme conséquence nécessaire la rela- 
ion (1). 

Soit en effet /, une fonction égale à f quand f est positif, 
et à zéro quand / est nul ou négatif; on aura par hypothèse, 
pour tout champ D d’aire inférieure à un certain nombre à, 


[Si del <e, 


et cette relation devra subsister pour tout champ contenu 
dans D. On en conclut aisément que lintégrale 

Si f1 de 
ne peut surpasser €. 

Décomposons en effet le champ D en éléments deyz infini- 
ment petits; soient M; le maximum de /, M, celui de /, 
dans l'élément dey. 

On peut prendre les éléments assez petits pour que la 
différence entre les sommes 


>Mide,, ZM, 7de, 
dde. Si frde 


soit moindre qu'un nombre arbitraire 1. 


J. — IL. 6 


et leurs minima 
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Il en sera ainsi a fortiori si les sommes et les intégrales 
ci-dessus sont restreintes à une portion des éléments dez. 

Or M,z est égal à M4 dans tout élément où f prend des 
valeurs positives, égal à zéro dans les autres; on aura donc, 
en désignant par D, l’ensemble des éléments de la première 


sorte, 
. Sp 1 de D M,x He M; de,zSi, fde+nzs+n 
D D, 
et, en faisant tendre n vers zéro, 


Si f, deze. 


Remarquons en second lieu que, le maximum de — f dans 
un ensemble quelconque étant égal et de signe contraire au 
minimum de/,ona 

Si f de = — Si(— f) de. 

Par hypothèse, le premier membre tend vers zéro en même 
temps que l’aire de D : 1l en est donc de même du second ; 
et si /: désigne une fonction égale à — f lorsque — f est 
positif, à zéro dans le cas contraire, on aura, d’après ce qui 
précède, 

Df2 de Ze. 

Cela posé, on a évidemment 


RARE 


Le maximum de ba dans un ensemble quelconque est 
donc au plus égal à la somme des maxima de /, et de f:; on 
a, par suite, | 


Sp|f | de Si f, de + Si f: deZ 2e. 
Donc, si D tend vers zéro, on aura 
L 2 
limSi|f| = 0. 
Nous obtenons donc le théorème suivant : 


Pour que les intégrales, par excès et par défaut, de la 
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fonction f dans le domaine E soient déterminées toutes 
deux, il faut et il suffit que l'intégrale par excès de’ f | 
dans ce même domaine soit déterminée. 


On remarquera que, dans ce cas, l'intégrale par défaut de 
q [uE, ) 5 | 

| f | dans E est également déterminée. En effet, l’intégrale 

par défaut 

Sÿ|f | de 


a tous ses éléments positifs ou nuls et au plus égaux à ceux 
de l'intégrale par excès S; | f |de; elle tendra donc vers zéro 
en même temps que cette dernière, si D tend vers zéro. 


80. Soit D,, D;, ..., D,, ... une série déterminée, mais 
< » JA KA A ’ £ “ o 
susceptible d’être choisie à volonté, de domaines successifs 
(mesurables, parfaits et intérieurs à E) tels que chacun d’eux 
contienne le précédent et que l'écart maximum des points 
de la fronuère de D), à la frontière de E tende vers zéro, 
quand 7» tend vers © ; l’intégrale 


b,1/| de 


sera positive et croîtra avec ». Si elle tend vers © en même 
temps que », l'intégrale S;|f|de ne pourra être finie et 
déterminée. Dans le cas contraire, elle tendra vers une limite 
finie A, qui sera la valeur de l'intégrale S;| f [de. 

En effet, soit D un domaine quelconque (mesurable, 
parfait et intérieur à E), dont l'aire soit > E — 0. Il existe 
dans la suite D,, ..., D,,... un domaine D, contenant en 
enuer D, et l’on aura 


S)|f|dez », [/1dezA. 
Posons, d'autre part, 
Sp, f| de a A —#€,;, 


et désignons par 4, le maximum de | f | dans D. 
Désignons par d l’ensemble des points de D, qui n’appar- 
üennent pas à D; l’aire de cet ensemble sera moindre que 
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E — D et a fortiori moindre que à. Cela posé, on aura 


Sp|flde =Si,|flde-—Si|flde> A —e,— pd. 


En prenant n suffisamment grand, puis à suffisamment 


pelit, nous pourrons rendre plus petits que toute quantité 
donnée, d’abord 4, puis 4,9. On aura donc 


lim Si|f|de — A, 
0=0 
ce quil fallait démontrer: 


81. Soient enfin E un domaine qui ne soit pas borné; 
f(x, y) une fonction définie dans ce domaine, laquelle 
admette, dans tout domaine A borné et intérieur à E, une 
. r à 4 e LA 2 - LE 2 
intégrale par excès S4, ou une intégrale par défaut Si. 

D'après ce que nous avons vu ci-dessus, la condition 
nécessaire et suffisante pour qu'il en soit ainsi est qu'on 
ail 

limS$=t'o ou lim Si — o 

D —0 D—0 
pour tout domaine infiniment petit D intérieur à A. Et si ces 
deux conditions sont satisfaites à la fois, elles équivaudront 


à celle-ci : 


lim Si | f| de = 0. 
D —0 


Soit R l’écart minimum des points de E non contenus dans 
À à un point fixe, l’origine des coordonnées si l’on veut. 
Faisons varier A de telle sorte que R tende vers © ; si l’in- 
tégrale S\f de, par exemple, tend vers une limite fixe, cette 
limite se nommera l'intégrale par excès de f dans le 
domaine E, et se représentera par Sj f de. 

Pour qu'il en soit ainsi, 1l est nécessaire et suffisant que 
l'intégrale 

Si fde 


tende vers zéro, si l’on fait varier À de telle sorte que son 
écart à l’origine tende vers æ . 


INTÉGRALES DÉFINIES. 85 


En effet, supposons cette condition remplie. Soient A et A' 
deux domaines quelconques contenant tous les points de E 
dont l’écart à l’origine est <R; soient d l’ensemble des 
points de À qui n’appartiennent pas à A’; d’ celui des points 
de A’ qui n’appartiennent pas à À; on aura évidemment 


SA S\—S,—S4, 


et les deux termes du second membre-tendent vers zéro 
pour R — co. 

Supposons, au contraire, que cette condition ne soit pas 
remplie. On pourra déterminer un nombre e tel qu'il existe 
un domaine d, borné et intérieur à E dont l'écart à l’origine 
soit plus grand que toute quantité donnée, et pour lequel 
l'intégrale S;f de ait son module > &. 

Cela posé, soient: 


À un domaine quelconque ; 

R lécart minimum des points de E qui n’appartiennent pas 
à À à l’origine ; 

0 l'écart maximum des points de À à cette même origine. 


On peut, quels que soient R et o, déterminer d de telle 
sorte que son écart à l’origine surpasse o. Cela posé, les 
intégrales prises dans les deux domaines À et A+ d diffé- 
reront de plus de e, bien que chacun d’eux contienne tous les 
points de E dont l’écart à l’origine est < KR. L'intégrale Si ne 
peut donc tendre vers une limite déterminée pour R = «. 

Les mêmes raisonnements s'appliquent aux intégrales par 
défaut. 

On peut enfin s'assurer, par des considérations toutes sem- 
blables à celles des n°‘ 78 à 80, que, pour que les intégrales 
par excès et par défaut soient toutes les deux déterminées, 
il faut et il suffit que l’intégrale par excès du module de f 
soit finie. 


82. Les propriétés fondamentales des intégrales définies 
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par excès et par défaut subsistent pour nos intégrales géné- 
ralisées. 

Supposons, par exemple, qu’on divise le champ E, sup- 
posé infini, pour plus de généralité, en plusieurs régions 
ERP 

Soient respectivement A,, A, ... l’ensemble des points 
communs à E,, E,, ..., et au domaine A formé par tous les 
points de E dont l'écart à l’origine ne surpasse pas un nombre 
fixe R. Supposons que l’ensemble des frontières communes 
à À,, A5, ... ait une aire nulle. Soient D un domaine 
mesurable et parfait contenu dans A; D,,D,,...les domaines 
partiels formés par les points de D qui sont respectivement à 
l’intérieur ou sur la frontière des ensembles A,, As, .... 
On aura, en considérant indifféremment les intégrales par 
défaut ou par excès, 


Sp = Sp, + Sp, +... 


Faisons tendre D vers A; D,, D;,, ... tendant respecti- 
vement vers À,, A, ..., on aura à la limite 


SRE S Ne AUS Re 


Faisons croître R indéfiniment; ce second passage à la 
limite donnera : 
SE = SE, + DE, +: cie 


On démontre de la même manière, par un ou deux pas- 
sages à la limite, que, si l’on a 


f=cifi+ Cafs +... 


on aura 
SE de — C9 fi de + Ca9g f2 de +. 7e 


(en supposant que les intégrales du second membre aient 
des valeurs déterminées). 


Le théorème de la moyenne s'établit par le même procédé. 


83. Considérons enfin la formule pour les changements de 
variable. 


« * en DJ 
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Les anciennes variables +, y étant liées aux nouvelles w, 

e par les relations 
A VU) MIO (LEON), 
on à 
Suf(æ, y) dx dy = Srf(o, o,)|J]du de. 

Cette formule a été établie (t. [, n° 145 et suiv.) en 
supposant : 

1° Que dans le domaine E, les dérivées de ©, w, restent 
continues, et leur jacobien J différent de zéro ; 

2° Que le domaine E est borné, et que chacun de ses 
points (w, e) correspond à un seul point (x, y) de E”; 

3° Que la fonction f(x, y) —=f(?, 2) reste bornée dans 


ces domaines. 


Nous allons montrer qu’on peut, sans qu’elle cesse de 
subsister, se débarrasser de la plus grande parte de ces 
restrictions. 


84. Supposons en effet que, en certains points de E, les 
dérivées de ©, ©, cessent d’exister ou soient discontinues, ou 
que le jacobien J soit nul, ou, enfin, que f cesse d’être 
bornée aux environs de ces points. On peut supposer ces 
points exclus du domaine E, de telle sorte qu'ils appar- 
üuennent à sa frontière. Nous exclurons de même du 
domaine E/ les points correspondants. 

Nous pouvons ainsi admettre que, dans tout l’intérieur de 
E, les conditions précédentes soient satisfaites, les excep- 
tions ne pouvant se présenter que sur sa frontière. Dans ces 
conditions, à tout domaine D, borné, mesurable et parfait 
contenu dans E, correspond un domaine D’ de même nature 
contenu dans F/, et réciproquement. 

Cela posé, nous allons montrer que, si l’une des intégrales 


Sef dx dy, Sxf|J|du de, 


la première, par exemple, est déterminée, l’autre le sera 
aussi et lui sera égale, 
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85. Soit, en effet, A’ un domaine borné quelconque con- 
tenu dans E/, mais renfermant tous ceux de ses points dont 
les coordonnées ne surpassent pas en valeur absolue un 
nombre donné FR’. | 

On aura, à la seule condition de prendre R/ assez grand, 


| Se. dx dy — Si f dx dy |< e. 


Soient, d’ailleurs, D’ un domaine mesurable quelconque 
contenu dans A; d' l’ensemble des points de A’ qui n’appar- 
tiennent pas à D’; on aura de même, à la seule condition de 
prendre d' assez petit, 


| Sa. f dx dy — Sn f dx dy |< e 


et, par suite, 
| Se.f dx dy — Syf dx dy | < 2e. 


Cette inégalité subsistera évidemment encore si l’on y 
remplace le domaine D’ par un autre domaine D" (également 
borné, mesurable, parfait et intérieur à E’) qui contienne D. 

Soient, en eflet, A” le domaine formé par la réunion de D" 
et de A’; d' l’ensemble des points de A” qui n’appartiennent 
pas à D”; 4’ étant contenu dans 4”, et d” dans d/, on aura 


ee (Sr 8x EME ONE 
ou 
| Sp— Sp» | DIE, 


Au domaine D’, défini comme ci-dessus, correspond dans 
le champ de la seconde intégrale un domaine borné et 
mesurable D. 


Désignons par R le maximum que ne surpassent pas les 


modules des coordonnées des divers points de D. 


86. Soient maintenant : 


À un domaine borné quelconque contenu dans E et renfer- 
mant tous ceux de ses points dont les coordonnées ne 
surpassent pas en valeur absolue un nombre donné R, 
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D, un domaine borné et parfait contenu dans A; 
d, l’ensemble des points de À qui n’appartiennent pas à D,. 


Il nous faut montrer que, en prenant R, assez grand, puis 
d, assez petit, on pourra rendre aussi petite qu'on voudra 


la différence 
Sef dx dy — Sp, f|J | du de. 


Or, si R;>œR, A contiendra D; le domaine à, formé par 
les points de D qui n’appartiennent pas à D,, sera doncZd,. 
Soit, d'autre part, ® le domaine formé par la réunion de D 


et de D, ; on aura 
et, par suite, 


Sp, / | J | du de — SD fIJ] du de — Ss f|J|du dv. 


Soit D’ la portion du champ E’ qui correspond à @; on 


aura 
SD F1 JT] du de = So" f dx dy, 


et, comme (D contient D, cette quantité différera de 
Se f dx dy de moins de 2e. D'autre part, We | J | est borné 


dans le domaine D; en désignant par M son maximum, on 
aura | 


[S5f1J Idu de [= M9= Ma, 


et, par suite, 
[Se.f dæ dy — Sn, f|J| du de|72e + Ma. 


Or, on peut choisir e aussi petit qu’on veut; cela fait, 
R et M prendront des valeurs déterminées ; on pourra ensuite 
choisir R,, à volonté, pourvu qu'il soit > R; enfin, prendre 
d, assez petit pour que Md, devienne aussi petit qu'on 
voudra. 

Le théorème est donc démontré. 


87. Supposons maintenant que la fonction f(x, y) soit 
non seulement bornée, mais intégrable, dans tout domaine D 


à 
Le 
PER L nd 
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mesurable et parfait contenu dans E. Les deux intégrales par 
excès et par défaut Sj et Si se confondront en une seule, qui 
sera l'intégrale proprement dite S,,, à laquelle les raisonne- 
ments précédents seront applicables. La valeur limite de 
cette intégrale, si elle est finie et déterminée, servira de défi- 
nition à l'intégrale S4. Pour qu'il en soit ainsi, 1l sera néces- 


saire et suffisant que l'intégrale 


SE Lf | dx dy 


ait une valeur finie. 


88. Dans le cas des intégrales simples, précédemment 
étudié, cette condition était suffisante, mais non nécessaire. 
Cette différence s'explique en remarquant que les définitions 
ne sont pas identiques dans les deux cas. 

En effet, considérons, pour fixer les idées, l’intégrale 


b 
[ f dx, 


la fonction f cessant d’être intégrable aux environs d’un 


simple 


point c situé dans le champ. Cette intégrale sera, par défi- 
nition, la limite de l’expression 


C—E b 
a Cc+E’ 


lorsque €, e’ tendent vers zéro. Ici le domaine E est l’inter- 
valle de a à b, et D est formé par la somme des intervalles 
de a à c—: et de c+e à b. Mais ce dernier domaine est 
assujetti à une condition que ne lui imposait pas la théorie 
générale, à savoir que, s’il contient deux points pet g qui ne 
soient pas séparés par le point €, 1l contient tous les ponts 
intermédiaires. On conçoit que l'intégrale prise dans un 
domaine D ainsi particularisé puisse tendre vers une limite 
déterminée, sans qu'il en soit de même pour les domaines 


qui ne sont pas astreints à celle condition, Dans ce cas, 
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b 
l'intégrale f° J dx, définie comme nous l'avons fait, pourra 
a 


donc être déterminée, sans qu'on ait le droit d’en conclure 


b 
que l'intégrale il | | dx le‘soit. 
Ce a 


Cette différence entre les intégrales simples et les inté- 
grales multiples est analogue à ce que nous avons signalé 
dans la théorie des séries. En effet, les séries simples 
peuvent être absolument convergentes, ou seulement semi- 
convergentes; pour les séries multiples, cette différence 
n'existe pas, l’absolue convergence étant un des éléments de 
leur définition. 


89. Soit f(x, y) une fonction intégrable dans un domaine E, 
borné et mesurable. 

Désignons par F l’ensemble des valeurs de y auxquelles 
correspondent des points de E; par G, l’ensemble des valeurs 
de x pour les divers points de E qui correspondent à une 
même valeur donnée de y. 


On aura (t. 1, 56 et 57) 
SEE AyY Sr dy [Sc f da |, 


de sorte que le calcul de l’intégrale double se ramène à celui 
de deux intégrales simples successives, qui peuvent être 
prises indifféremment par défaut ou par excès. 
Ce théorème peut être généralisé de la manière suivante. 
Supposons : 


1° Que la fonction f soit intégrable dans tout domaine 
mesurable D contenu dans le domaine E (sans l'être néces- 
sairement dans E) et que l'intégrale 


Sk f dx dy 


ait une valeur déterminée ; 

2° Que le domaine A4 formé par ceux des points de E 
dont les coordonnées ont des modules qui ne surpassent pas 
un nombre donné R soit mesurable, quel que soit R; 
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3° Que l'intégrale simple S|f|dx, prise dans un domaine 
quelconque d contenu dans l’un des domaines G, et dont 
l'étendue ne surpasse pas /, soit constamment moindre que e, 
la quantité e/ ne dépendant que de {et tendant vers zéro 
avec l; 

4° Enfin, que si le domaine d'est en entier extérieur à An, 
la même intégrale soit constamment moindre, en valeur 
absolue, que sx o(y), ex ne dépendant que de R et tendant 
vers Zéro avec Fr et w(y) désignant d'autre part une fonction 


bornée, positive et dont l'intégrale par excès dans K soit 
finie. 

Nous allons démontrer que, dans ces hypothèses, l’inté- 
grale | | 


Sr dy Se, J dx, 
prise soit par défaut, soit par excès, est égale à 
Se f dx dy. 
90. Tout d’abord, l'intégrale S, | f | dx aura une valeur 


bornée. Soit, en eflet, o une quantité fixe quelconque. 
Si |y[> 0, l'intégrale sera, par hypothèse, moindre que 


epp(Y): 


Si [y|Ze, on pourra décomposer le champ G, en deux. 


autres, formés respectivement par ceux de ses points où 
x|>2 et par ceux où [x|Zo. Dans la première parte 
du champ, l'intégrale sera encore moindre que e,o(y). 
L’étendue de l’autre partie du champ ne surpassant pas 20, 
l’intégrale correspondante sera moindre que e:,; on aura 
donc dans tous les cas 


Se, 1/1 dx < 8, p(y ) + 0e, 


Q étant égal à zéro si 


YI> 9, à 1 dans le cas contraire. 

Les intégrales par excès ou par défaut de la fonction f 
dans le domaine G, sont donc déterminées, et pour chaque 
valeur de y leur module ne surpassera pas la limite ci- 


dessus, 
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F _ Les intégrales 4 
Ê: Sr dy Sc, f dæ ‘à 


(calculées par excès ou par défaut) sont également déter- 
minées. Il suffit, en effet, de montrer que l'intégrale 


: Sr dy | Sc, J dx | 
4 est finie. Or cette intégrale est au plus égale à | 
Srdy[e (y) + 6e], 


dont la première partie, 


ep Sr p(Y) 47; 5 


est finie, par hypothèse. La seconde partie l’est également, ” 
car elle est évidemment égale à 


£2p F;, 


F, désignant la longueur de l’ensemble formé par les points 


de F pour lesquels [y [7 9, longueur au plus égale à 2e. 


91. Soit maintenant A4 l’ensemble des points de E pour 
lesquels |x| et|y| ne surpassent pas un nombre donné KR. 
Décomposons le plan par des parallèles aux axes coordonnés 


en carrés de côté ms l’origine étant d’ailleurs un des sommets 
1 s 
du réseau. Ces carrés seront de trois sortes : | 12 
1° Des carrés e intérieurs à A3; 
2° Des carrés e! extérieurs à A}; 
3° Des carrés e” qu rencontrent sa HONTE 


Soit D le domaine formé par l’ensemble des carrés e; si 


R 
— décroît indéfiniment, son aire tendra vers l'aire de A;, et 


1 rs 
207 te 


È 


& A R , À . A . = 
si, en même temps que — décroît, on fait croître R, l’inté- 
grale double 
À Sp f dx dy 
tendra vers “4 
SE f dx dy. : 
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D'ailleurs, f étant intégrable dans le domaine D qui est 
mesurable, cette intégrale double est égale à 


So dy Sy, f dx, 


en désignant par © l’ensemble des valeurs de y qui corres- 
pondent aux divers points de D, et par y; l’ensemble des 
valeurs de + qui correspondent à l’une de ces valeurs y. 
Comme D est contenu dans E, o le sera dans F,ety, dans G,. 


?; 


Enfin, si l’on remarque que, dans tout le domaine F 
y» est nul, on aura 


L'intégrale précédente sera donc égale à 


Se dy Sy, J dx. 


Il nous faut montrer que cette expression tend vers 
Srdy S, f dx où, ce qui est équivalent, que l’intégrale 
L x" 


Sr dy Sa, f dx, 


où H,—G,—,, tend vers zéro. 


92. Cette intégrale est la somme des deux suivantes : 
Sr dy > HAL dx + Sr dy Se, J dæ, 


À, et B, représentant respectivement l’ensemble des points 
de H, qui appartiennent aux carrés e! ou aux carrés e/. 


1° En tout point de A,, l’une au moins des coordon- 
nées æ, y a un module > R; on aura donc 


| Sa, dx |z Sa, |dx < en p(Y) 
et, par suite, 
| Sr dy S1,f dx | << ER Sr p(Y) dy, 


quantité qui tend vers zéro si R tend vers  . 


2° Passons à la seconde intégrale. Si YIZR, H, n'ayant 


t 


UT 
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aucun point commun avec les carrés e”, le champ B; s’an- 
nulera; et Sp, / dx sera nulle. Au lieu d'intégrer cette fonc- 
uon dans tout le champ F, il suffira done de lintégrer de 


y=—Rk ày=+k. 


Soient, d’ailleurs, Yo, + .; 9x Vs = Ya + dyr, .:. les 
parallèles aux æ qui ont été tracées pour former notre 
décomposition en carrés. L'intégrale 


SÉE dy Sr, dæ, 
que nous avons à calculer, sera la somme des intégrales 
DR dy Sr, da, 


la sommation s'étendant à tous les intervalles dyx dont la 
réunion forme l'intervalle de — R à +R. 

Soient /; la somme des longueurs des carrés de l'espèce e” 
qui sont contenus dans la bande comprise entre les droites 
Vr EL Yx + dyx; 4x; une quantité au moins égale à /4. Si y est 
compris entre y et yx+ dyx, l’ensemble B, formé par les 
points communs à H} et à ces rectangles aura une étendue au 
plus égale à 44. On aura par suite, 


| Se, f dx | << Eax 


1 IS dySS dre, dye, 
el enfin 
LS dy Se, J dx [<< 2e,, dy. 


Les carrés e” étant tous compris entre les droites x = —R 
et æ — + R, aucune des quantités /4 ne pourra surpasser2R. 
Soit s la somme des longueurs des éléments dy; pour 
lesquels /; est supérieur à un nombre donné ô. Pour ces 
éléments, on pourra prendre 43 =2kR, et pour les autres, 
dont l’étendue totale est 2R— 5, on pourra prendre 4x =; 
on aura, par suite, 


2 Ex, dyr= E(2R— 0) +enoz2RES + oem. 


D'ailleurs, l’aire totale des éléments e” est évidemment 


ra 
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> le dY xs 
et, par suite, plus grande que dc. On a donc 


Ye! 
FT 


et, par suite, 
[/4 


2 
Ze dYr <2RES + | ER. 


Or, <5 tend vers zéro avec Ô, et d’autre part, Ag étant 
mesurable, Xe” tend vers zéro quand » tend vers œ. On peut 
donc, quel que soit R, choisir à assez petit, et ensuite 7 assez 
grand pour que chacun des deux termes ci-dessus devienne 
aussi petit qu’on voudra. 


93. Les changements de variables sont un des meilleurs 
moyens de reconnaître si une intégrale définie a une valeur 
déterminée. 

Considérons, par exemple, l'intégrale triple 


Se f dx dy dz, 


le champ E étant supposé borné, et la fonction f intégrable 
dans tout le champ, sauf aux environs d’un point (@, b, c) 
intérieur à KE, 

Traçons du point (&, b, c) comme centre une sphère d 
d’un rayon 9 arbitraire. L'intégrale de |f{|, prise dans le 
champ E— d, sera finie; il reste à savoir si elle est égale- 
ment finie dans la sphère d. 

Prenons pour nouvelles variables des coordonnées polaires 
r, 0, © ayant leur centre au point (a, b, c). L'intégrale 

Sal f| dx dy dz 
sera changée en 


S|f|r?sin0 dr dû do, 


r variant de o à o, Ü de oàr,eto deoà2r. 
Supposons que, aux environs du point (a, b, c), on ait 


Ds £ - Pr k 
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mu - d 
. constamment 
3% M 
Di 5 
| PR 


M désignant une constante et 1 un exposant < 3. Cette iné- 
galité ayant lieu dans toute l’étendue de la sphère à si 0 est 


_ assez petit, l'intégrale à évaluer sera moindre que la sui- 


vante . 


x P T : 27 
il dr d5 = sin6 do 
0 0 0 


| $ p T p 
Æ 4h dr [ oi sin 0 dO —— kr M Î dr = HAE 
j 0 Jar L | o : 


0 


Elle sera donc finie, 


Au contraire, si l’on avait aux environs du point (a, b, c) 


p dr 


laquelle est infinie. 


94. Supposons maintenant que l'intégrale S f dx dy dz 
soit déterminée dans un champ borné quelconque, et cher- 
chons dans quelles conditions on pourra l’étendre à tout 
l'espace sans qu’elle cesse d’être déterminée. 

Considérons une sphère d’un rayon R ayant son centre au 
point (a, b, c), par exemple. L'intégrale de | f | sera finie 
dans cette sphère; il s’agit de reconnaître si elle l’est égale- 
ment dans la région extérieure. 

Prenons les mêmes coordonnées que tout à l'heure ; dans 
la région en question, r variera de R à w , 0 de o à r, et o de 

Entre | 


x 


Supposons que, pour tous les points (x, y, 3) suffisam- 


JE-CLE, 7 


| sucoxDe à RT E. 
ù:: 


= 


Res j CES 


TA m ? 


» 


CL? inégalité cd ayant lieu He tout le champ, si R 
est assez grand, L'ra à évaluer sera moindre que k 


7 Sean I 
Fe ar [ af Me RS EU 


Elle sera donc finie. 
Elle serait infinie, au contraire, si l’on avait pour tous les | 
ie suffisamment de (50) 


f1> . m3. 
95. Soient enfin une surface définie par les équations 


RU. = PAUL: b), ZE pat or 
= VAT BF Ci du de | 


l'élément de son aire; f une fonction des coordonnées. Con u 
sidérons l’intégrale double | 


NE 


étendue à une portion E de cette surface. ) 
Cette intégrale conservera une valeur déterminée, si la. 
fonction / devient infinie en un point ordinaire O du ne 4 
de telle sorte que v{f| soit moindre qu'un nombre fixe M . 
_(r désignant la distance du point variable (w, v) au point O . 
et 1 un exposant < 2). 
Pour l'établir, il suffit de montrer que le 


SIIée 


prise dans un champ infiniment petit choisi à volonté autour - 
de O est infiniment petite. “ 


Fe Soit o la tion FE r ét da RTE dent le plan tan- * 2202 
3 nn en O. On aura | ES 
“ LAS = r el do IR do! | k Fhs 
4 EF 7 cosŸ” | . 
Ÿ étant un JE infiniment peti. On aura par suite en dé- 
_ Signant par e’ la projection de e | 
+ | M M do! Y do! ER. 
4 Q 17147 <$ ds <N ET € MIN LR, 1 
UE e de #cosd pl e p# LT 
: | M 
M, étant le maximum de = TRE 
À Or si nous adoptons fe coordonnées polaires p;, o, on 
_ aura ds —=pdod@; prenons d’ailleurs, ce qui est permis, 3: 
_ pour e/ un cercle de rayon € infiniment petit, il viendra "a 
: "14 d d de a 
. — ef “ EE er, # 
Te e P pr es Ce | ee 
quantité infiniment petite, puisque u < 2. Fa 
ne. 
; Re 
- 3 
IIT. — Calcul des intégrales définies. 218 
ee 
à 
96. Soit à calculer l'intégrale définie AS: 


be AC «si 


ta 
d'A Te 
MERE 


b 
dx 


Supposons d’abord 6 o. L'intégrale indéfinie sera 


| -2S 


WE 
‘ Wu PEN _ 
RON ENTRE 


"Fa 


-3 log(æ — à — Bi) + const. — = Log[(æ — aÿ + B°] 
Œ—a 

+ Arc tang—— + const. Le 

Lo ue À 


Or, lorsque + varie de a à b, les diverses parties de cette 


se 

: 
à 

É 
ï C (re 
4e à ns 
: | : , * 

Bee . ESP n ? Le + - a PET np 
ET RARE A > a ELA es : “à ; \ | Mrs — 
‘ RE 5 6 4: d'- ARE 3 Dar rtres 22 «1 dE SE TRE 
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expression restent continues : la valeur cherchée sera donc 


b== 0 

= Log[(b — a)}?+6?] + Arctang ee 
; Fe: 

Log[(a — ax}? + B?] — Arc tango —— : 


É 


Si$—oeta<a<b, l'intégrale indéfinie sera 


D | 


Log(x — «)+ const; 


et comme Log (æ— a) reste continu entre à et b, l'intégrale 
définie sera 


Loe( be) LOG ea 


a —- 
Si18—oet a << b <a, l'intégrale indéfinie sera 
Log(a— x) + const., 


et l'intégrale définie sera 
A D 
rer 


) 
DCEATL 


résultat qui concorde avec le précédent. 
Enfin, si 5 =0o et a < a << b, la fonction à intégrer deve- 
nant infinie du premier ordre au point à, qui est contenu 


dans le champ, l’intégrale sera indéterminée. 


97. Soit à calculer l'intégrale 


b ; 
Elle 
ete 


«a 


la fonction f(x) admettant une dérivée déterminée en chaque 
point du champ, sauf en un nombre limité de points où elle 
devient infinie. 

La fonction à intégrer est la dérivée de Arc tang f(x). Or 
cette dernière fonction reste continue tant que f(x) reste 
fini; elle diminue brusquement de + chaque fois que f(x) 


ne: ser INTÉGRALE DÉFINIES. 

passe du positif au Ru en traversant à l'infini: elle aug- 

5: De au contraire de %, si f(x) passe du négatif au positif, 
On aura donc (62), en désignant par » et n les nombres de 
_ passages respectifs du positif au négatif et du négatif au Pet 


| met RL EE LEON 


NOIT en particulier, 4/(T)—7; mel:n seront nuls il S 
viendra | | 18 
; cr 


Pre | LE 
1 —— — Arc tang b — Arctang a AT 
Ne US mc. 


Met, si l'on pose a — 0, b— x, - ‘2 
MR MEET M UT 26 
144 , à NE CURE ke 


98. Passons à la détermination de l'intégrale + ss 


: T 
"à ue ER: 
le 4 st . nt C 
| BEST sin CTdu, 208 
0 \ LR 


m étant un entier posilif. NÉ 


Pour "2 — 0, on aura 


Porn —T, 


IA 


T0 Re sinæ dæ = (— cos), —1. : 7 47 
Le 0 M 


# 


On a, d’autre part, quel que soit m, RES 
LN 


Le |} sin”? sin x dx 
0 


LI 
ua 


1 cos teinte D), en (— cos nr 


_ 


# ’ La + 
Le terme tout intégré s ’annule aux deux Titess 0 À = 18 


_ Quant à à l'intégrale du second membre, elle est égale à 


vi 


(FE 


ÿ > | | 
nn) f sin”#—?æ(1— Sin 2) de = (m3) (mcm) LR 
2 î 0 + ep 


On aura donc 
15 Parier rl M—2 IAE 


MN 
LE ss 
m 


271 —]I 
1% RER TT LE 
d DE 


__2n—12n—3 
2  2n — 


_'(22=D 0e a. 

Tu pren 
SCO 
Re A0 A REA 


n 


Si m—2n—+1, on aura de même 


I 2n { 
ERA on HI n—1 
2n(2n —2) 


Dr Diane- | 


an(21 2}. 
7 (an +i)(2n —1).. 
v ANSE 9),. 12 
(SR HP on) 0e 82 


LE x tai ah Por PAS ne 
ÉEPRET Pen 4 
fi Vale INTÉGRALES pre 


és 


_ On déduit. des formules (1)et (2) la Lee suivante 


… [an(2n—2)...2/? “Ie 
_ (an—1)(2n—3)...1.(an+i)(an—1)...3 L,,, 


| on est d’ailleurs aisé de trouver deux limites supérieure et 


_ inférieure du rapport - En effet, on a, en général, 


ARE RE 


T 


FE ; | 2 

S = f sinæ(1— sin) dx. 
0 ; 

Cette intégrale est positive; car, de o à _ les facteurs 

_ sinæ,1—sin x et dx sont tous positifs. Chacun des éléments 

_ dont la somme constitue l'intégrale est donc positif. 

Posant successivement m —9n — 1 et m—on dans cette 

relation, il viendra 


Mu ER RENE A PE 
ru OÙ | 


et par suite, d’après la formule (2), 


= L, PIC : 


me 2n 7 


ire converge donc vers l’unité, de Lelle no 
2-1 Mer: 


_S1 2 tend vers 


_ sorte qu’on aura 


Fr 


rt T DL an) 
1 = lim im ) 


2 HR CR EN ONE 25 
À, 


C'est la formule de Wallis déjà trouvée dans le Calcul Ro ; à 
 férentiel. D 


99. Æermite à établi que le nombre e ne peut être racme 
d’une équation algébrique. Nous allons exposerune démons- 
_ tration nouvelle de ce beau théorème, donnée récemment par ne 


Le Hu r'evilz. 


Eh CN Va AA ES : FAR EVER 
# 2 EE PRE et PA TE * rue 
RÉ LS UE 2) 6 ra ne DOS rs EN 


104 SECONDE PARTIE. — CHAPITRE II. 


L'intégration par parties nous donne 
7 | x 
fera dezt- es fañs+ fe fe) de 
0 0 


Si f(x) est un polynome entier, l’application répétée de 
cette formule nous donnera 


[ efte)de= Fe) +F(0), 
0 
en posant, pour abréger, 
FOLIE) PE AE EEE . 
Nous aurons donc 


F(o)e?=F(zx) + ul ET (EE) de 


Supposons que € satisfasse à une équation algébrique 


Co+Oe+... + Cr e—= 0. 


En posant dans la formule précédente x =0,1,...,net 
ajoutant les équations obtenues, respectivement multiphées 


DAT 0, C4, or Cns ll VienTA 
n 112 k 
0=Ù cF(4) +Ù exet f e f(x) de, 
0 
0 0 : 


et cette égalité devrait être satisfaite quel que füt le poly- 
nome f(x). Or nous arriverons à une contradiction, par un 
choix convenable de ce polynome. 

Posons en effet 

f(æ) — mp (œ — 17 Nr )P 
LA er ECS CRT TR MN pce 
(p=u)| 

P étant un nombre premier infiniment grand. 

Développons ce polynome suivant les puissances crois- 


- 32 PRE 


AINTÉGRALES DÉFINIES. 


re” + ; " 
£ santes de 17R nous aurons 


f(æ) — ns ÉCRAN 
2% B étant des Le dont le premier n’est pas divisible 


par Pp; Sp > n. On aura donc 
A0) 0, A ie (ONE 0 f8-1(0) = À, fP(o) = Bp, Ne 


Donc 


*. _ F(o) = jf(o) + f'(o) +...—A+Bp+C(p+i)p +... 


sera un entier, non divisible par p. 
 Développant f(x) suivant les puissances de æ — k, nous 
D aurons de mème;-pour £ = r:, 2, ...,n 
DR | y J 
_.. f(x)= 
HA Fes Cp—1)! 


LB Ce — AP Ca — k)P#t+:..] 
Bz, ee. .. étant des entiers; et 
À D CR CURE Dep EC:(p bip +... 


sera un entier divisible par p. 
La somme 


n 


SF (4) 


0 


suite, différent de zéro. 


On a, d'autre part, dans tout l'intervalle de 0 à n, 
; d | af | I ; PE LR 
: (RE 26 ed Re or ne .nP.n?P. Re: PRES 
“ | to tro: 


et, par suite, 


on k 


l n(tr+1)p--1 
RS » PE x ; 
44 SP éAi()dr ST DITES k, 


0 0 


quantité qui tend vers zéro pour p = ©. 


sera donc un entier, non divisible par P, sip.=>|Col, ét, Par es 


PR SET DU IAE 
Es 


SECONDE PARTIE. Ga: marin RE I, 


* 


Or il est évident que some d'un entier et L d’une frac- 
“tion très petite ne PER être égale à zéro. \ 4 
À ne 

100. Le nombre + est également transcendant, mais nou s 
nous bornerons à établir qu'il est tone 

Prenons pour point de départ l'intégrale 


| Cl 
, ‘ (1 — x?) coszx dx, 


— | 


n désignant un entier. 
Posons, pour abréger, 


(LE me = F9, 


et opérons une suite d’intégrations par parties portant 
le facteur transcendant. Il viendra 


+1 
— æ° }" coszx dx 


CF(æ) sinzæ |! F'F'(x)sinsx 
PRET) sin =] — f Fitrisin an 


Z 


F(:) sin zx #4 ES) cos zx | FT F"(æ) cos zx Are 
Er r lleraces — RE 


res es 


pre UE L)t 


#2n+1 


We) | FPCæ) +... +(—it Far (2)] 
er TT 700 

ns ne (æ)sinzx 
g?n+1 


dx. 


r #00 


Or Fest un polynome de degré 2n; on aura done 
F22#1 (x) —o, et l'intégrale du second membre se réduiraà 
Zéro. ; L178 

D'autre part, F(x) étant une nd paire, il en sera de 

_ même de ses dérivées d'ordre pair F'{æ), ..., F?#(x): au 
contraire, F'(x), ..., F?2-1{(x) seront des PATES impaires. 
L Le 


M % 
re FE we HS 
a AS "* Ce Fe M Ü 


TT INTÉGRALES DÉFINIES. 


7 
Par er, > 
dl 4 nor 
SE 

# ; 


Le es termes tout intégrés prendront done pour are c Me ; 
pour æ = — 1 des valeurs égales et contraires. On aura, par 
suite, en substituant ces deux limites et faisant la différence 
hodes résultats, | 


je 
ATZ 


1,40 É 4 A+l _ | 
(3) J (1— x?" cos zx dx —2(M sinz + N cos), 75 
4 = ; is 
F: | 2 
en posant, pour abréger, La À 
æ | = F (1) sde ) En He : 
Fe 3 z2n+1 


2n—1 
FE n 1F (1) 


z?n ML: “a 


PQ) _ FO AE 
3! 


NO). 


A 
2 


À F22 CH 


Pour calculer les constantes F(1), F'(1),.. 
_ remarquera que la série de Taylor donne 
h!" 


à  FG + h)=EF() + D pee Pat) +... 


Mais on a, d’autre part, 


à FG+k)=Q-(G+A)P= (ion + y 
LE | = MARNE AMEN, ne Are her, 


D à, es étant des entiers. On aura donc; en com- | 
JS ces HE expressions, | : Ya 


: Fri o, TUE Re CET 0 Lu re 


4 … Fr(1)—1.2...nA;, AAC F#(1)=1.2...2nA,,. à 
AR PAT 


_  Substituons ces valeurs dans la formule (3), et mettons *2 


NAT PRIE | si 
en facteur commun; il viendra- PCR 
+: +1 1 Ë 
+1 1.2. 
. 2 Free Le . 
(0 (r— x?) coszx dx = PTE . sin 3 + Q cos:), 
4 
in 


Pet Q étant des Pol) nomes en Z, de degré inférieur à on 1. 
C2 el à coefficients entiers. | 


: 
À 
L 
î 


À. FR Ce Les Th 7.7 PET int ee PR, D RC NE 4 en. oO AN AT PE. + 
VE + Me. VPN EP PU AC EL TN VPN TA GES" VeR De 
; ue « d A : PS S FE" ef Ua Re G Ê 
"4e - MAT ie + EEE V1 RTE ES EE lt v 2. Re 2 « L " , 
se « : D À A dé A A nr nt Sd "€ L'ÉAERNER 
5 - F é x . dé SR TRE 
m * # SN 


s 
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Y à T A pe \ Ki 
101. Cela posé admettons que = füt égal à une fraction ra- 


À DIE Le T 
uonnelle—: Posons z => dans la formule (4). On aura 
[44 


C ST = Far E, désignant un entier ; 
LPS fra zon+1 pin+1 4 5 ? 
et, par suite, 
he tra men 
2\n PENYS Dee Rare 
[ (1 — x? })" cos SX 14 Eee Pari He 
7" FA 
d’où 
1 
b?r+1 4% - 
(5) E, = ————— (1 — x°}" cos — x dx. 
PE SN CE 2 


On devrait avoir une égalité de ce genre pour toute valeur 
de n. Mais cela est absurde, si n est suffisamment grand. 


F TC : s Le à : 
En effet, 1 — x? et cos-x étant positifs, mais moindres 
2 
que 1 dans toute l'étendue du champ d'intégration, linté- 


ef 
è T >» . Are 
grale (i—x?)" cos— ædx sera positive, mais ses élé- 
si 
+1 


ments seront moindres que ceux de l’intégrale da UE 
: "4 
est égale à 2. On aura donc 


ei 
Î (1 — x?" cos T x dx — 06, 


EE] LS 


Ü étant positif, mais < 2. 


2n+-1 3 
D'autre part, le facteur ———— décroît rapidement quand 


n augmente : Car, en changeant # en n +1, on le muluplie 


par le facteur ; qui est très petit pour de grandes va- 


USER 
leurs de ». Si donc on prend x assez grand, le second membre 
de l’équation (5) sera une quantité positive et moindre que 
l'unité, tandis que le premier membre est un enter. L’hypo- 


thèse de x commensurable conduit donc à une contradiction. 


102. Soit à calculer l'intégrale 


>, + Die 
Sin © ' 4 SEE 
[ dx — lim dx. 
9 TL b=o, 0 a 


L 


+ | ah f k. | ra da 
‘ér e n ES Le Fe à 

| 2 : x : 

la N Ja? 2 mal Eu : 


Fe | MCE à Fe _INTÉGRALES DÉFINIES. ET SM ea on. 


| Posons b — PRG l, r étant c 27, et l’entier nr tendant 
ä vers æ;on pou écrire AATER dd: 


T 227 2nT 2nT+r 
fe æ |. 224) t'a + f + f ; 
C0 0 T (27 —1)T 2nT 


La dernière intégrale tend vers zéro; car le module de la 


ML." : = s # . I «d # | 
__ fonction à intégrer y est moindre que ——, et létendue du 
». 3 2T 


I 
champ est 27; son module est donc AE 


Les autres intégrales peuvent se ramener aux mêmes is 
mites par des changements de variable. En effet, posons 


DL: : æ—(2k—1)r+ y pe 
x 1 ] À 4 + r 
21e 2KT Cr ES 
+ dans l'intégrale “ ; elle deviendra 


Le = (24—1)T 


; TT ; g , æ; 
nets: ) 1 1 Us 
É reel A 


Posons, d’autre part, 


æ—=(2k—1)T —7y | —'48 
* (TA 2 
<Æ (24—1)T 


_ dans l'intégrale précédente f : elle deviendra 
| (24—2)T 
: F : 5 fe À ; ai: dy. g 4 
# 0 ( )T dé S LEA 
Æ # 


_ Réunissant toutes les intégrales ainsi transformées, on 
_aura l’intégrale | 


UE A - Ce 
. I I 
Î Sin y Un. — — 
Jo T F2 VAE oo À 


er L ns I Le A TÜe TS )4 
En \ Mi nt Qon—inrey)® 


dont il faudra trouver la limite. 


. Ce CE « PRÉNLST L d: FA 4 
Cette ta ne sera pas altérée si jé ajoute à 
entre parenthèses là série true | 


I J 
EE ——  — ———————— + 
(2R +1) — 7 (2 RES DTA 


_car pour toute valeur de y comprise dans le champ d'inté- 


D on, les termes de cette suite sont alternativement posi- 4 

io ufs.et négatifs et vont en décroissant. La série a doncune 

Û | 2 ® A AE : | I L + ch re 

_ valeur déterminée, positive et moindre que ———— 
(27 ne 1170 Li 


__et a fortiori moindre que ——.. 
k 2 : 


L'intégrale 


TH 
1 R, sin y dy 
à | 


aura donc son module moindre que la quantité 1 


NE ee HE O 
; 2nT  92n 


La limite cherchée sera donc l'intégrale 


T 
1F S sin y dy, 
0 


S désignant la série infinie 


AT D) HOMORNRNNRONE EN E 
T—Y T+y 3T — Y ST + y 


Or, si nous posons y — r(1 — 23), il viendra 


ons Cette intégrale est d’ailleurs semi-convergente ; on La 
en effet, | 


I I 


facteur entre parenthèses est plus grand que la 
_ quantité 
he ® { 1 


D — 
; 2T Can r)T 


_ L'intégrale sera donc plus grande que 


T ! 
m f sin y dy — 2m. 
(9 £ 


A sas , mr Le ; | 
| _ Or la série 1 St +... étant divergente, m» tend vers 


Dot: en même temps que A. 


104. Lorsqu'on n’est pas en mesure de trouver la valeur 
exacte d’une intégrale définie, on a recours à des procédés 
d approximation que nous allons exposer. | 
2 Il faut tout d’abord s'assurer que l'intégrale cherchée a 
une valeur finie el déterminée, et assigner des limites entre 
lesquelles elle se trouve contenue. Le théorème de la 
moyenne permettra le plus souvent d’arriver à ce premier 
résultat. 


# 105. Considérons, par exemple, l'intégrale 


dx 
K== Re ee mm =, 
\ Î VUS AE (Tr) 


où ? est supposé < 1. 
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La fonction à intégrer devient infinie pour x = 1. Mais 
l’ordre d’infinitude est +: l'intégrale est donc finie. Pour 
assigner des limites à sa valeur, mettons-la sous la forme 


A LL EURE AN LR ELU à 
Via Va) ae xt) 


I 
Le facteur ——— 
1—X 


l'intégration, on aura, en désignant par M et m des limites 
supérieure et inférieure de la valeur de l’autre facteur, 


1 1 
Mf = >k>mf SEVRES 
SO Ver 0 rene 


il = = (avi 2) =>. 


D'autre part, x étant compris entre o et 1, 1 + x sera 


restant positif dans toute l'étendue de 


D'ailleurs 


compris entré 1 et 2,et1 — X? x? entre 1 et 1 — k?; on aura 


donc 
2> (1+x)(i— ka?) >i— A. 


On pourra donc poser 


Ll 
M = — Ne, 


V2 Vi — 


et l’on aura, en fin de compte, 


> K> —. 
7 — l° = 
106. Soit encore l'intégrale 


1 
1e log sin x dx. 
0 


La fonction log sin x étant constamment négative, l'intégrale 
a tous ses éléments négatifs; sa valeur aura donc zéro pour 
limite supérieure. 
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Pour obtenir une limite inférieure, mettons-la sous la 
forme suivante : 


1 . 1 1 . 
sin æ sin æ 
[ log (2 ) to [ log x dx + f log dx. 
1) ‘à 
0 0 AU 


L'intégration par parties donne 


1 1 
dx 
f log de = [ælogæ]s— | L— ——1, 
DE 
/0 0 


sin æ 


D'autre part, la fonction étant évidemment décrois- 


sin æ 


sante de o à 1, la plus petite valeur de log correspondra 


à cette dernière limite et l’on aura 


Î . al ï 
[ loge de > f log sin(1) dx = log sin(r). 
19) 40 


A 
On aura donc finalement 


L 
É log sinæ dx = —1+logsin(i) 
0 


107. Considérons en dermier lieu l’intégrale 


- [°e] 
# dl e* dx 
0 


dont tous les éléments sont positifs. Pour lui assigner une 
limite supérieure, décomposons-la dans les deux suivantes : 


1 œ 
f e* dr + Î ns 
0 Ci À 


Dans la première intégrale, e* est toujours € 1. Elle sera 
donc moindre que la suivante 


1 
fl AT. 
0 
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Dans la seconde, e-* <e*. Elle sera donc inférieure à 


celle-ci 


Le] 
[ CANTINE) CE 
1 


On aura donc 


Le] 


f dr LA + Ee 1. 
0 


108. Pour calculer la valeur approchée d’une intégrale 
définie, on peut avoir recours à l’une des trois méthodes sui- 


vantes : 


Première MérHoDe : Développement en série. — On dé- 
veloppe la fonction f(x) à intégrer en une série 


f(t)=Uui+u+...+un +... 


dont chaque terme soit une fonction dont on sache calculer 
l'intégrale. Si d’ailleurs cette série satisfait aux conditions du 


b 
n° 67, l'intégrale fl f(x) sera donnée par la formule 
Le 


b b b b 
JAeMEEn mde+ f a da+...+ fun de +... 


109. Considérons, comme application, l’intégrale elliptique 
de première espèce 


on aura, Æ étant 1, 


wi 


(1 — AYsin'o) 
1.3...(27 —1) 


k?n sin? o-+.... 
into ? 


I a 
—1+—/A2sin9 +... + 
D 


INTÉGRALES DÉFINIES. 11) 
Intégrant de o à ®, et posant, pour abréger, 


p 


1h Sineovu— |, 
0 


1.3...(2727 —1) 


SA END PL) 


il viendra 


(6) F(D)= + LA +...+ L, 42% +... 


L’amplitude ® du champ d’intégration une fois donnée, 
il restera à déterminer les intégrales I. On peut les calculer 
de proche en proche comme il suit : 


p j 
FA lt sin?#-1osino do 
0 


2 


pb 
—=[— sin coso |? + (2 n— 1) f sin?*?0 cos?o do 
ci 
= — sin?*—1@ cos® + (2n — of sin? (1—sin?®) do 
| 0 
—=— sin?%—1@ cos ® + (27 —1)[1l2r 9 — L,], 


d’où la formule récurrente 


2n1,—=— sin?16 cos® + (2n—1)l:, 2. 


D'ailleurs on à évidemment I, — ®. 


. , . 4 T 
110. Le cas le plus intéressant est celui où ® = =: Ona, 
dans ce cas (98), 
129-2270 1)0T 
(PA / Ge 
RAT POV A! 2 
d’où 
T T 15 ÉD unie. 
F(£)=2)1+(:) e+.. [EE pin, 
2 ÿ 2 } 2.442727 | 


TT. Si Æest voisin de l'unité, la série (6) sera peu conver- 
gente. Posons, dans ce cas, 


D — 12 
k—1—k"?, 
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d’où 
1 


(1 — k? sin*o) ? 


LCR 


— (cos? + k/?sin?o 
? 


I 


— Li ré tangte ITA 


coso Ê 
1.3...(272—1 
ss (— 1)? 1.902 .(2R 1) pron tang?*@ AA ES | ; 


SIA 


et intégrons de o à ® ; 1l viendra 


(7) F(D)=Jo— Dh +.. 


PU. 1.3: (rep Éôr 
SR y? FÉRUS 


en désignant par J,, l'intégrale 


P P 
do : 
Lang? o—— — sin? cos—?#—!o do. 
k cos® LH 


0 


° T 
n a d’ailleurs, en posant © —=-—%, 
i 2 Û 


I D 
= (los ang) =—hguns(7—?). 


Les autres intégrales se calculent aisément. Posant en eflet 
sino — 4, 
>, se transformera en 


fr pen dt 
4 (1 26 dre 


expression facilement intégrable, 
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112. Si Æ n’est ni très petit, ni très voisin de l’unité, les 
séries (6) et (3) seront toutes deux peu convergentes. On 
peut, dans ce cas, par un changement de variables dû à 
Landen, transformer l'intégrale elliptique donnée en une 
autre dont le module soit plus avantageux. 
Considérons, à cet effet, un cercle de rayon 1 et un point À 
situé sur le diamètre BG, à une distance AO = X du centre 


(fig. 1). Soit P un point quelconque du cercle. Joignons 
PO, PA, PB. Soient + et 4 les deux angles PAO, PBO. On 
aura POC — 249, APO = 29 — 0. 
Cela posé, le triangle APO donnera 
AP?—1+ + 2kcos2b —(1+4k) — 4ksin?d 
et 
sin(24 — o)—={sino, 


cos (24 — ©) —V1— Atsin?o. 
Soit maintenant ( un point du cercle infiniment voisin de P. 


Joignons QP, QA, QB, et posons PAQ=— de, PBQ = di. 
Le triangle infiniment petit APQ donnera 


sin do sin APQ 
ÉOMERA OL 


Mais on a sensiblement 
sin do — do, 
| PQ = arcPQ = 2 d, 
sin APQ — cos APO — cos(24 — ©) = Vi — Æ?sin’o, 
AQ—AP = (1 +4) —4ksin?Ÿ 
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et, par suite, 
do Vi— k?sin’o 


1 = 


2 dh VO + 4} —4ksind 


do 2 dy 


Vi— Æ?sin’o 1+ À 1 — K? sind 


ou 


en posant, pour abréger, 


Ar 
= er rt 


Intégrons cette équation de © — o à © —®, 1l viendra 


der do 2 1 dy 
———— RE 
Ge VT— sine CEE) NT Sn 


la limite supérieure Y de la nouvelle intégrale étant détermi- 
née par l’équation 


sin(2W — D) — Æsin®. 


113. Le calcul de l'intégrale proposée se trouve ramené 
par cette formule à celui de l'intégrale analogue 


Lo Pr 
cu f V1 — k? sin? | 


LE 


Le nouveau module X, est encore inférieur à l’unité, car 


on a 
jurp LR AVE TENUE 
1+ À 1 + À 
. . = \p} 
mais 1l est >, Car On a+ > 1. 


Une transformation semblable à la précédente ramènera le 
calcul de l'intégrale (8) à celui d’une nouvelle intégrale dont 


le module k, sera © Vk,, et ainsi de suite, jusqu’à ce qu’on 
arrive à une intégrale dont le module soit assez voisin de 
’ . , . . A . , 
l’unité pour que la formule (7) puisse lui être appliquée 
commodément. 
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114. Il est clair qu’on pourrait opérer en sens inverse et 
ramener le calcul d’une intégrale elliptique d’un module 
quelconque k, à celui d’une intégrale d’un module moindre k, 
et ainsi de suile, jusqu'à ce qu'on arrive à une intégrale où 
le module soit assez petit pour qu’on puisse employer la 
série (6). 


115. Deuxième MéTHoDE : Formule d'Euler. — Cette 
formule a pour objet de donner la valeur approchée de l’inté- 


a+h 
grale Î f(x) dx en fonction des valeurs que prennent la 
LAN: 


fonction Far) et ses dérivées d’ordre impair aux deux limites 
de l'intégration. 
Pour l’établir, nous partirons de l'identité 


a+h 
fl v'(z)dz —=o(a+h)—vo(a). 


« 


Posant z — «a + h — u, elle deviendra 
| h 
o(a+h)—g(a)= f o'(a+h—u)du. 
0 


En intégrant par parties 2p fois de suite, il viendra suc- 
cessivement 


(9) p(a+h)—oy(a) 
h 
= ho" (a)+ f "(a+ h—u)u du 


L? k° 
ns ! Il 2p 
una) 0 (a) +...+ = or D 
h 2p 
+ f pPH(a+h—u) CR . 
4 10 DD 


C’est la formule de Taylor, où le reste estexprimé par une 
intégrale définie. 

Remplacons successivement, dans cette formule, la fonc- 
tion w par ses dérivées w/,..., w??-!, en remplaçant en 
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même temps 2p par 2p —1,2p—2,...,1l viendra 


g(a+h)— (a) 


12P—1 
Ps TT : [4 n2pP 
REP RSS e re (a) 
h 2p—1 d 
(2p+1) D RE 
il MU Er He rare 


qe h) eo ER 


“R 
— hp?r(a) +f oPHi(a+h—u)u du. 
0 


Ajoutons ces équations à l’équation (0), ‘après les avoir 
respectivement multiphées par des coefficients A, A, ..., 
Aop_1?P"1, choisis de telle sorte que les termes en #”(a),..…., 
©??(a) disparaissent du second membre. Il viendra 


(io) pat h)—o(a)+A;h[o'(a+h)—o'(a)]+. 
+ À pi RÉPOÉC PER (GER) pre Ca 


h 
= ho'(a) + f pPH(a+h—u)F(u) du, 
0 


en posant, pour abréger, 


3 u?? RP 
F(u)= ———— + A, 


———— +... + A,, hr tu, 
Vo" A D TATCT TENTE À far ie 


Les coefficients AÀ,,..., A>)_, seront déterminés par les 
équations de condition suivantes : 


RARE 
1 
I DE EE PR er 
Es SRI OUR D SR ; 
I A; 
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auxquelles on satisfera en posant 


1 
A =— A,T0, RSS AS 10, 
A B; A (ÉD et 5 
VE d'en 2 — 2 2 
TU À RDA 
B,,.... Bx, ... désignant les nombres de Bernoulli. En effet, 


les équations qui résultent de la substitution de ces valeurs 
de A,, A: coïncident avec celles qui déterminent ces 


nombres (Calcul différentiel, n° 269). 


116. Prenons maintenant pour o(x) l’une quelconque 
des fonctions qui ont pour dérivée f(x). On aura 


a+ h 


o(a+k)—g(a)=f far 


et la formule (10) donnera, en y substituant, pour A,, A:,..., 
leurs valeurs 


1e ne 


De ee) EC) » = BAS (a+) — f'(a)] +. 


ee VC +h)—fr#(a)]+R, 


en désignant, pour abréger, par R l'intégrale définie 


k AN 
[fra hu) du a ne CT OR 
: 1PANNO D DU ES DEA) 
B, h® u?r—2 | 
INDIA CAS?) 


En négligeant ce reste, on obtiendra la formule d'Euler. 


117. Pour apprécier l’erreur commise, on remarquera que 
le polynome entre parenthèses, dans la formule précédente, 
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U . . 
) à 2 1 ’ 
n’est autre chose que h?P Gp (5) » si l’on désigne par o,(n) 
le coefficient de x? dans le développement de 


el —] 


» Suivant 


CEA 
les puissances de x (Calcul différentiel, n° 270). Or, de 
l'équation 


erT 


(11) 


- =R+D(n)T+...-+o0a(n)xrt+. 
LL 1 * i 
qui sert de définition aux polynomes v,,...,©,,..., on dé- 
duit aisément plusieurs propriétés essentielles de ces poly- 
nomes : 


1° Ils s’annulent pour n = o et pour 7 —1; car, dans l’un 
; elX —] 
comme dans l’autre cas, on a rs = A. 
2° Prenons la dérivée de l’équation précédente par rapport 
à n,1l viendra 
“M be 


mes —=i+oqi(n})z +... .+o(n)at+.. 


Mais on a, d’autre part, 


ver” en — ] 40 1 
et — ] e*— 1] nor: 
—x[n+o(n)x +... +oi(n)xt+...] 
2% Bi BST ER 
HE + — —© — |. 
2 1.2 11294 1:28 


On aura donc, en égalant les coefficients des mêmes puis- 
sances de x, 


© Pie(r) = Parn(r) + 


Dora (mn) —= (nr). 


On en conclut aisément que Cokpi (2) ne peut reprendre 
plus de deux fois la même valeur dans l'intervalle de o à 1. 
En effet, s’il prenait trois fois la même valeur, sa dérivée 
Dokgi (2) =%x(n) s’annulerait pour deux valeurs au moins 


INTÉGRALES DÉFINIES. 123 


comprises entre o et 1. Elle s’annule d’ailleurs à ces deux 
limites. Donc elle s’annulerait au moins quatre fois, et sa 
dérivée ©, (7 à) au moins trois fois. Donc ©2x_1 (A) repren- 
drait trois fois au moins la même valeur. Il en serait évidem- 
ment de même de w,; ,(n),... et enfin dev,(n), ce qui est 
absurde, ©,(7) étant un polynome du second degré. 

D'ailleurs %4,, s’annule aux deux limites o et 1; done il 
ne pourra s’annuler entre ces deux limites, et conservera 
toujours le même signe. 

Cela posé, dans l’intégrale 


h 
: U 
R = fr(a+h—u)hro,.: () du, 
2 
0 
- varie de o à 1 dans les limites de l’intégration. Le facteur 
gap(5) ne change donc pas de signe, et l’on pourra poser 


h 


R=uatr f Dop-1 (5) du, 
: We 


u étant une valeur intermédiaire entre le maximum et le mi- 
nimum du facteur f?P(a+h—u). L'argument a+ h—u 
variant de a + } à a dans le cours de l'intégration, on aura 
évidemment 

pu =f?r(a + OR), 
ÿ étant compris entre o et 1. 


On a, d'autre part, en posant . = 


h 1 
4 Pan (7) de = 2 f Qop-a(t) dt 
0 
_— (— 1)? (CSM , 
LI | 92200 + AE Te 2 


— } Lau) —— re), 


l, 


et comme v:,/({) s’annule aux deux limites, on aura enfin 


De _ ARE 


Re = f#r(a+ 0h) 
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118. Les nombres B,,B:, ... croissant avec une rapidité 
extrême, la formule d'Euler deviendra le plus souvent diver- 
gente si l’on fait croître p indéfiniment. Toutefois, en don- 
nant à ce nombre une valeur convenable, ni trop petite, m1 
trop grande, on obtuendra généralement une approximation 
largement suffisante. L'expression du reste, donnée ci-dessus, 
permettra d'ailleurs d’agir en sûreté. 


119. Pour appliquer cette formule au calcul de l'intégrale 


[ ra. 


il suffira évidemment de poser À = b— a. 


définie 


Lorsque le champ de l'intégrale est un peu étendu, il con- 
viendra, pour obtenir plus d’exactitude, de le subdiviser en 
plusieurs portions égales, en posant 


NS RS 


} 


[42 
f Herar = [Tree + [rate 


a+nl 
+ f (Ye 
a+(n—1)h 


Appliquant la formule d'Euler à chacune de ces intégrales 
parüelles et ajoutant les résultats, il viendra 


Æ LE (a) + (a+ 4)+..+ fla+(n—1)4]+ 1 f(e) 


— = Bi ALP (b)— f'(a)] +... 


(— jPriB, sat HAS 4 
Een (0) JE (E)] 
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et le reste R sera donné par la formule 


TEE 


14 R?P+1, 

-2P 
étant compris entre le minimum et le maximum de 22 (2) 
dans l’intervalle de « à 6. 


120. Troisième mérnone : /nterpolation. — L'intégrale 


b 
Ji f(x) dx est représentée géométriquement par l’aire du 


trapèze curviligne F compris entre la courbe y = f(x), l'axe 
1657, etes deux ordonnées z— @, x —b{fig. 2). 


Fig. 2. 


Cette aire est représentée, en effet, par l’intégrale double 
S dx dy étendue au trapèze T. Dans ce champ, x varie de a 
à b. À chaque valeur de x correspondent d’ailleurs des points 
du champ dont l’ordonnée varie de o à f(x); on aura donc 


fi) b 
Be fa def Eh AR 


Remarque. — L’'aire ainsi calculée sera affectée du signe + 
ou du signe — suivant que f(x) est positif ou négatif; et si 
la courbe traverse l’axe des x, comme dans la figure 3, l’in- 
tégrale représentera la différence entre la somme des aires 
parüelles A, B, situées au-dessus de cetaxe, et l’aire Csituée 
au-dessous. 
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Le calcul de l'intégrale revient donc à la mesure ‘de l’aire 


Fig. 3. 


de T. Celle-ci peutse faire approximativement de la manière 
suivante : 
Marquons sur la ligne ab (fig. 4) n points àa,,@»,..., @n 


Fig. 4. 


et mesurons les ordonnées correspondantes y, = «a; À:,..., 
Vn = GnAn. Par les points A,,.,., À, faisons passenune 
autre courbe y —=w(zx). Cette courbe, ayant une série de 
points communs avec la proposée dans l’intervalle ab, s’en 
éloignera vraisemblablement assez peu, et pourra lui être 
substituée dans le calcul de l'aire. Ce calcul pourra dès lors 
s'effectuer sans difficulté, si l’on a eu soin de choisir pour 
o(x) une fonction dont on connaisse l'intégrale indéfinie. 

Le plus habituellement, on prend pour o(x) un polynome 
de degré ñ —1. On voit immédiatement que ce polynome 
aura l’expression suivante : 
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En effet, pour x — à,, tous les termes de cette expression 

s’annulent, sauf le premier, qui se réduit à y, ; pour x = «2, 

tous s’annulent, sauf le second, qui se réduit à y2, etc. 
Intégrant ce polynome de & à b, on aura, pour l’aire cher- 


chée, 
Val +...+Ynlh, 


en désignant, pour abréger, par 1,,..., 1, les intégrales 
b b 
ÿh (x—a;,)...(x — a) ee f (æ—a;).. EL dr, 
. (Gi —@2)...(4i— an) (An—@;).. (a, —An_1) 


lesquelles sont indépendantes de la nature de la eourbe 


Y = f(x). 


121. Le calcul de ces intégrales n'offre aucune difficulté. 
On le simplifiera un peu en changeant de variable, de telle 
sorte que les limites deviennent o et 1. À cet effet, on po- 
sera 

x=a+(b—a)t. 
Soit, en outre, 


d—=a+(b—a)6,, 1 an=a+(b—a)6,; 
il viendra 
JL =(b—a)J,, AE 1,=(b— a)J3,, 


en posant, pour abréger, 
= f À (£—0:).. .(£—0,) 
(On 87. TT RENE TE PE 


j =f DETENTE LE 
“ 0 (On — 01)...(0n— On) 


Ces nouvelles intégrales ne dépendent plus de l'amplitude 
du champ d'intégration, mais seulement des rapports 4,,..., 
0, des intervalles a, — a, ..., ay —a à l'intervalle total 


b— a. Si l'on détermine ces rapports toujours de la même 
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manière, on pourra Calculer, une fois pour toutes, les cons- 
tantes J,,...,J,; cela fait, quelle que soit la courbe f(x), on 
n’aura plus, pour trouver une valeur approchée de son aire, 
qu’à mesurer ou calculer les ordonnées y,,..., y, et à les 
substituer dans la formule 


(b—a)(yidi+... + Yndn). 


122. Cotes, qui a indiqué cette méthode, suppose les or- 
CHE ne et pose, en conséquence, ÿ, = 0, 


6, = — 03 — 


PRE nor’ 


nv 0, = 1. 


Nous allons effectuer le calcul en DDRE n—=3. On 
aura, dans ce cas, 


Hp 


DENT E Es: 
= fes-si-na= (Sn + 


La t(£—1) _ | [2 aa ! : A 2 FA 
il PE PRES Ë de (—4+4t)dt— (-3e+%8) = 35 
2z es | 0 4 © 
3) 2 


L’aire cherchée 4 sera donc donnée par la formule 


b— a , 
M CT RTS Ho) 


On trouverait de même, pour n —4, 


Drm 
% — = Qi+ 3 Ya + 3Y3+ Vi): 
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pour 5, 


D + 


a | 
ni agua Er en PE 


U — 


123. Gauss choisit autrement les AUAnULESAU, es D Il 
se propose de les déterminer de manière à atténuer autant 
que possible les chances d’erreur résultant de l'application 


de la méthode. 
Pour évaluer cette erreur, concevons qu’on ait développé 


02 \ 


f(x) en une série de la forme 


Lo + AL +... + mL" +... 


on aura 
b b 


[ HDI San [ LT: 


Ti a 


D'autre part, © (r) étant une fonction linéaire des ordon- 


nées V1, ..., Yn, On aura évidemment 
; —_V. 
o(r) — An D (2); 


©m(Tr) étant ce que deviendrait o(x) si f(x) se réduisail 
EU, 
L'erreur commise en substituant (x) à f(x) sera 


b 
Î Lt) e()ldr= Tank, 


en posant, pour abréger, 


b 


3 Ha 
a 


124. On peut donner une autre forme à cette intégrale. 
Effectuons, en effet, la division de æ” par le polynome de 


Dm (æ)] dx — Ke 


degré 7 

(rem) tra, Pa: 
il viendra 

LP IRIO (ay Aer 


J. — IL. 9 
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Qu(x) étant égal à zéro si m< An, à un polynome de degré 
m — n dans le cas contraire, et R,; (x) étant un polynome de 
degré < n. D'ailleurs R, (x), devenant égal à +”: pour les 
valeurs &a;,..., &, qui annulent P(x), ne sera autre chose, 
que on(x). 
On aura donc 
ge 0, (2) Pc} 0 PE 
d’où 
b 
ki [ Pt OAI 


SPATCE 


Or. OS Tr) eanEnuRs "one nte 
RÉ RER DEC PET 


mais £n, Kns1, ... diféreront en général de zéro. 
Néanmoins, si l’on peut déterminer les n quantités a,,..., 
an qui figurent dans l’expression de P(x), de manière à sa- 


üuisfaire aux 7 relations 
(12) Ko LE Rn O, 


on fera ainsi disparaître de l'expression de l'erreur les termes 
EN Yu, +. Lon_, lesquels sont vraisemblablement les plus 
importants, pour peu que la convergence de la série Za,, x" 
soit rapide. 


125. Pour satisfaire aux équations (12), il suffira, ainsi 
qu'on va le voir, de poser 


PERTE Haine . — b)}e 


Tout d’abord, les racines &,,..., a, du polynome d’ordre n 
ainsi défini seront réelles et comprises entre « et b, ainsi 
que cela est nécessaire, 

En effet le polynome [ (x — a) (x — b)]* = X ayant n ra- 
cines égales à & et » racines égales à b, sa dérivée X/ aura 
n—1 racines égales à «a, n—1 égales à b et une racine 
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réelle £ comprise entre «& et b : cela résulte du théorème de 
Rolle; X”, dérivée de X’, aura de même 2 — 2 racines égales 
à a, n — 2 racines égales à bet deux racines n,, n2 respec- 
tivement comprises entre & et &, et entre £ et b; et ainsi de 
suite jusqu'à X(2), qui n’est autre que P(x). 

En second lieu, chacune des quantités An, ..., Kon_, est 


de la forme 
, b 


/ OX de, 


« 


Q étant un polynome d'ordre x. Or cette intégrale est 
nulle. En effet, l’intégration par parties donne 


b 
T{ Prost r T ta, ! in vi b 
Il OX) de — (QXM-D— Q'XM-D +, + QM-DX) 
«a b 
il QIX dx. 


D pire tontaintésrée s annule pour Z— a et r—\0, 
chacune des quantités X(*-1), X(2-2),,,,,X s'annulant pour 
ces limites. D'autre part, Pintégrale s’annule, car, Q étant 
d'ordre  », sa dérivée ni°"° est nulle. 


126. Il conviendra, ainsi que nous l'avons expliqué, de 
transformer l'intégrale de telle sorte qu'elle ait pour limites 
du{æ(æ—1)]" 

dx" 
faitement défini, et l’on pourra calculer une fois pour toutes 


Don Pr) — sera alors un polynome par- 
ses racines, ainsi que les valeurs correspondantes des inté- 
grales J,, J:,. 

Si les himites de l’intégrale, au lieu d’être o et 1, étaient 
dn(æ?—1;}r 
dx" 

à un facteur constant près, avec le polynome X, de Legendre, 


—1 et +1, le polynome P(x)— se confondrait, 


que nous avons précédemment étudié (Calcul différentiel, 
273 à 275). 


127. La méthode de Gauss, étant en général celle qui 
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donne le résultat le plus précis pour un nombre déterminé 
d’ordonnées, devra être employée de préférence lorsque ces 
ordonnées seront difficiles à calculer. Mais, s’il s’agit de 
trouver l’aire d’une courbe graphique, sur laquelle les ordon- 
nées peuvent être mesurées immédiatement, on obtiendra de 
bons résultats par les méthodes plus simples que nous allons 
indiquer. 


198. Méthode des trapèzes. — On divise l'aire à évaluer 
en ? parties par des ordonnées équidistantes. À chacun des 
trapèzes curvilignes ainsi obtenus, on substitue le trapèze 
rectiligne ayant les mêmes sommets. En désignant par y6,.…., 
Jn les ordonnées, ces nouveaux trapèzes auront pour aires 
respectives 


Vo + Yi CE Yi+}s 0 — a Van +Yn1 0 — à 
2 A D, ni “ 5) n 


» 


et l’aire totale sera 


b — Yo 14 
FE Te (2 a M A Ho ESS 2 mL eh, 


Jè 


PA / 


129. Méthode de Simpson. — Simpson divise encore 
l’aireen 7 parties, mais dans chacun des trapèzes curvilignes 
il mesure l’ordonnée médiane, pour substituer à la courbe 
une parabole, suivant la méthode de Cotes. Il trouve ainsi, 
pour les aires des trapèzes successifs, en désignant par 
Vos «+. Jon les ordonnées, 


b—a DEA 
(Yo+4Yi+)e) Eatee (a+ 4V3+ Vi) —— 


et pour l'aire totale 


b—« 
Gr : 


[Yo Yen F2 (Y2 He + Van—2) Ne { (Y1 Pt Ms a + Yan—1)] 
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IV. — Applications géométriques. 


130. RecTiricATION DES cour8es. — Une courbe plane 


étant définie par deux équations 
T—J(t)n- y=q(t), 


on à vu que la différentielle de l’arc est donnée par la for- 


mule 
ds — VE + y’? dt. 


La longueur de l’arc s, — 54, compris entre les points t, 
et {,, sera donc donnée par l'intégrale définie 


{ 


L Vz'?+ Der. 
{ 


0 


1° Appliquons cette formule à la cycloïde. On aura (t. I, 
n° 457) | 


————————— = Ï 
ds al? -2costdt—2asinm-tdt, 
2 


in 3 I I in 

Si — So — 2asin—tdt—|—/hacos-t|. 
9 

? 2 Me 


On aura, en particulier, la longueur de l'arc correspondant 


d’où 


à une révolution entière du cercle générateur en prenant 
to = 0, t, — 27. La longueur cherchée sera 8 a. 


2° Pour la parabole 
Vient: 
on aura, en prenant y pour variable indépendante, 


? 


P_ 


ds = y" + p° 
d'où 


l RTE 
| Vy?+ p° dy. 
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L'intégration par parties donne 


1% 2 l 
| Vr?+ p? dy = y Vy+pi— [ EE — 
: e Vy?+p? 


mais on a ; 


y? dy IE ne 4 dy 
paye pi 
hr Hp 7 . Vr°?+ p? 


et, en substituant dans l'équation précédente, 


a D d 
2 l VITE PAYNE PI R: f EE 
Vrén 
= y VY + pi + p'log(Vy ++ y) + ec. 
La longueur s, — s, de l’arc compris entre les points y,, 
J1, sera donc 
J'4 


er M | 
LrY : + LP Er +) 


2 Yo 


3° Considérons enfin l’ellipse 


L'=Cos te VD OU 


On a | 
di 10 sin? £ + b? cos? t dt 


ou, en posant b? — a?(1 —e?), 


ds = aÿ/1 —- e? cos?t dt. 
En posant 


T 
= - + u, 
2 
on voit que l'arc sera représenté par une intégrale elliptique 


de seconde espèce 
14 
de aV1— e? sin? u du. 
[14 


0 


On peut prendre, pour variable indépendante, au lieu de 4 


INTÉGRALES DÉFINIES. 159 


ou de w, la latitude X, c'est-à-dire l’angle de la normale avec 
le grand axe. On a 


ET dr a 
tang À se dy = par 
d’où 
I a cos À COS À 
RE — ; 
b? : Va?cos? + b2sin À V1 e? sin? À 
1+ — tang?À 
1: 
RO NT COQUE ——— b cost 
Va’sin?# + b* cos? {— b cost\/tang?À +1 = ———— 
cos À 
et enfin 
dat di b'cos’t 
_ = == ET NON dé es ——— d); 
b cos?{ co? À a cos’ À 


d’où 


"pe? cost hp = f” a(i—e?) dÀ 
| } 


à 
ko (1—e?sin?À)? 


Si l’excentricité e est faible, on obtiendra aisément une 
valeur approchée de cette intégrale en développant la fonc- 
ion à intégrer suivant les puissances entières de e?; dans les 
coefficients figureront les intégrales 


mn 
ne 
Dr sin?) GX 
À 


que nous savons calculer. 


131. Si la courbe proposée est définie par une équation 
r= f(o), 


entre les coordonnées polaires 7° et w, on aura, comme on 
sait, 


ds —Vr 47" 1do 
el, par suite, 


(or 
Sa — So = Vr? + r°? do. 


40, 
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132. Enfin, une courbe gauche étant définie par trois équa- 
tons 


BU}, P= PU EREON 


on aura 


153. Atres PLANES. — Soit Q une région du plan des x y, 
dont la frontière C soit constituée par la réunion de plusieurs 
arcs de courbe, dont chacun ne soit rencontré qu’en un seul 
point par une parallèle à l’un des axes, celui des y par 
exemple. (L'ensemble de ces arcs pourra former un seul 
contour fermé, ou plusieurs.) 

Par les extrémités de ces arcs, menons des parallèles à Oy; 
elles décomposeront Q en régions partielles Q,, Q,, …, telles 


Fig. 6: 


qu'une parallèle à Oy, tracée dans l’intérieur de l’une d'elles, 
ne coupe sa frontière qu’en deux points. 

(La figure 5 montre cette décomposition dans le cas où Q 
est une couronne circulaire.) 

L’aire de Q est égale à la somme des aires de Q,, Q,, 
Reste à déterminer celles-ci. 


Or chacune des régions Q,, Q@:, .…, est comprise entre 
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deuxiparalléles ir x x l'axe Oypét elle:est limitée 
en dessous et en dessus par deux arcs de courbe C,, C,, dont 
les ordonnées y,, y, seront des fonctions connues de x. Son 


aire sera 
X 


f 


0 


‘4 1 l4 
dx | dy= | LY1— Yo] dx. 
Elle est donc donnée par une intégrale simple. 


134. On obtient un résultat analogue en employant des 
coordonnées polaires r, ©. Supposons en effet que C résulte 
de la réunion d’arcs de courbe dont chacun ne soit rencontré 
qu'en un seul point par un rayon vecteur issu de l’origine O. 
Par les extrémités de ces arcs, menons des rayons vecteurs. 


4 
HR °#207 


o 


TN 


S1 O est extérieur à Q, ils décomposeront Q en régions par- 
uelles Q,, Q, ..…., comprises chacune entre deux rayons vec- 
teurs 9 —%9, © — 9, et deux arcs de courbe G,, C4, dont 


les rayons vecteurs r,,r,, seront des fonctions connues de ©. 
L’aire d’une semblable région sera 
= 


D: ra ï Di 
rdrdg=? [ [r?—r?]de. 
1 f “4 3 1 Era 
7 Po ro Do 


Le cas où le point O serait intérieur à Q ou situé sur sa 
frontière se ramène immédiatement au précédent en excluant 
du champ Q une région infiniment petite entourant le 


point ©. 
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135. L'aire du trapèze curviligne limité par les droites 
L = 6, & = #1, l'axe Or et la courbe GC dont l’ordonnée est 
y, est représentée, comme on vient de le voir, par l'intégrale 


[7 GER 


410 


1° Si Cest l’hyperbole équilatère 


EH 


+ 
LTdr Le 
— a log —: 
s æ Li 


"10 


l'aire cherchée sera 


2° Si Gest la parabole 


= RENE En 
cette aire sera 


“ Tr 
Î Vapa de = 2 Vaplai— xt |]. 


Cl 1) 


SMS 1LC représente la moitié supérieure de l’ellipse 


Lea 00 MERD SEE 
on aura 
ne" [— Cos2( 
y dx = — ab sin?t dt = — ab ——————— dd, 
> 


74] 


et € variera de #x à o. L’aire cherchée sera 


| 1 — COS 9 / t ein2t |? rab 
Î — ab RE di — ab | À — | = ——: 


2 A T. 2 


4° Enfin, si Cest la cycloïde 


== a(l=#Sin ce), 1 4a(re"00s 0) 
on aura 


1 + COS2{ 
LE 


y dx = a?(1 — cost} di= & (| — 2 COS É + 


/ 


et si € varie de #4 à {,, Paire du trapèze correspondant sera 


J 


0 


ti 


À s l sin2é |“ 
DIE EC É— 2sSint+ — + 
2 Â to 
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L’aire comprise entre l'axe des x et la cycloïde pour une 
révolution complète du cercle générateur s’obtiendra en 


De hr. Bille est épale à 5702: 
30. AIRE D'UNE SURFACE COURBE. — l'aire d’une portion 
156 l 


de surface courbe, définie par les équations 


m—q{u,v), Y—= vu, pv}, z—q(u, P); 
est donnée par l'intégrale double 
SYA2+ B?+ C? du dp, 


À, B, C désignant les jacobiens des fonctions +, ©, ©2, prises 
deux à deux. 

Il existe deux cas assez étendus où l’on peut effectuer 
l’une des deux intégrations nécessaires pour le calcul de 
celte intégrale double. 


137. Considérons, en premier lieu, la surface engendrée 
par le mouvement hélicoïdal d’une courbe. (Ce cas com- 
prend celui des surfaces de révolution.) Prenons pour axe 
des z l’axe de ce mouvement, et soient 


DONC = ete) 


les équations de la section de la surface par le plan des xy. 
Lorsqu'elle aura tourné d’un angle v, elle se sera élevée de 
ms, m désignant une constante. Le point (X, Ÿ) sera donc 
venu en un point (x, y, 5), Où 


æ"= X cosv, D A SL gs = nv, 


Les deux variables indépendantes seront w et 6, el l’on 


aura 


A—, Xl sinv,.m—Xcosv.2} 
B—=— ZX sine —m,X cose, 
C= X'cose.X cose + X sin pv. X'sinp — XX, 
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Cette expression ne dépendant que de w, intégration par 
rapport à e sera immédiate. 


138. Cherchons, d’après cette formule, l’aire du tore en- 
sendré par la révolution du cercle 
X—a+rcosu, = Ti 
On aura 
TL = 01 LR XF TS 
et la fonction à intégrer se réduira à 


rX=r(a+recosu). 


On aura à intégrer de o à 27 par rapport à #, puis par 
rapport à &. La première intégration donnera 


2T/(a+rcosu) 
et la seconde 


[arr(du FrSnufT=orr ame 
139. Le second cas est celui des surfaces réglées, définies 
par les équations 
CU -HROU Y=&+ bu, 3— A+ bou, 


a, b, ai, D, &>:, ba étant des fonctions d’un paramètre +. 
En désignant leurs dérivées par a’, b', ..., on aura 


CG EE 0 a) MT (a CE ba 


se jé + lee. etes le eee ertreNels eUB és ir se delle js" eutete 


Par suite, ÿ A? + B? + C? sera de la forme 
VM+oNu+Pui, 


où M, N, P ne dépendent que de ». Or nous savons effectuer 
l’intégration indéfinie de ce radical par rapport à w. 


140. Considérons comme application le paraboloïde hy- 
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perbolique défini par les équations 


z=a+bu+cvr+d ur, 
V=4+bdu+ce+ dur, 
= a+ bu + cv + du, 


(A 
| 
| 


a, b, ... étant des constantes. 
Chacun des jacobiens A, B, C sera de la forme 


a+bu+yv. 
L'expression à intégrer sera donc de la forme 
VE du dy, 


F étant une fonction du second degré en w, v et positive. 

Proposons-nous de calculer l’aire de la portion de surface 
comprise entre les quatre génératrices u—= uç,u —=ui,0—=64;, 
e— 6,. Prenons pour variables indépendantes, au lieu de « 
et , de nouvelles variables £, n fonctions linéaires de w et 
de . Ces fonctions pourront être choisies de manière à ra- 
mener F à la forme | 


m étant un facteur constant. Le jacobien de la transforma- 
tion est également une constante. Enfin on voit aisément 
que le nouveau champ d'intégration sera un parallélo- 
gramme. Or un parallélogramme (et généralement un poly- 
gone quelconque) peut être considéré comme une somme 
algébrique de triangles ayant un sommet à l’origine des 
coordonnées. 
Cherchons donc la valeur de l'intégrale 


SVi+ EE + n? di dn 
dans un semblable triangle. 


Posons 
FT COS 0), == T Sin) 
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l'intégrale se transformera en 
Sy1 Ir rm). 


Les côtés du triangle qui passent par l’origine ont des 
équations de la forme 


= 0) D 0! 
et le côté opposé une équation de la forme 


D 
RES / Sn © 
CoSs(G — À: 


p et À étant des constantes. La première intégration, par 
rapport à 7, peut s'effectuer et donne comme résultat 


1) 
Î 


3 COS (@—)) t ne > > 

1 me 1 COS Cat VOIE ï 

Li + 79) AD TE LEO NN TE TES — + du. 
3 7 1] COS? (6) — À) 3 


role 


Il restera à intégrer celte expression de w, à w,. Cette 
D | 0 

intégralion peut s'effectuer aisément en posant, dans le pre- 

mier terme de la différentielle proposée, 


sin(o— À) = 6. 
Il sera transformé en 


dt 


3 
PAT 2 2\2 
io LE PA) G—#y 


QO| += 


expression intégrable par les méthodes connues. 


141. Considérons enfin l’ellipsoïde 


A 
A 


19 


A] 


Æ Y 


+ + 


| t 
— 


(1) 


= 


(Le 


Oo 


Cherchons l'aire S de la moitié de cet ellipsoïde située au- 
dessus du plan des LUE 
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Décomposons l’ellipse de base 


en éléments infiniment petits ds. Chacun d’eux sera la pro- 


Jection d’un élément de l’aire cherchée, égal à 


do 
COS @ à 


o désignant l'angle que la normale à l’élément fait avec l’axe 
des z. Nous aurons donc à calculer l’intégrale double 


da 
N cos ® 


Or on a 


Le lieu des points pour lesquels o est constant sera donc la 


courbe définie par l'équation (Gi) et la suivante 


Eliminant 3°, on aura, pour la projection de cette courbe 


sur le plan des xy, l’ellipse 


x? a? — c? ; 2 b?— c? ° 2 
1— —— cos 0) + — Re 2 1 — cos?o9, 


dont l'aire U sera 
1 — cos? 


TE QD ——_—— © — ; 
V{r— æ& cos°o)(1— GB? cos*o) 


en posant, pour abréger, 


Ai C2 b?— c? 2 
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La somme des éléments ds, compris entre les ellipses v et 
o + do, sera évidemment dU, et la bande correspondante 


*- On obten- 


; L se M U 
de lellipsoïde aura évidemment pour aire — 


+ . Te 
dra S en sommant toutes ces bandes, de © = 0 à 9 = -, ce 
2 


qui conduit à déterminer lintégrale simple 


dU 
1 cos @ 


142. Considérons d’abord l'intégrale indéfinie. 


L'intégration par parties donnera 


dU Ü — [ua 
COS® COS 


BEA MEN posa nt 


œæcosp —sinY, pe EE 
ne 
d’où 
SLI 
I 
5 U = TE? 
Ta cosdy1 2e sin? d 
on à 
I I cos d 
d — "406 nr à HER |: He 
COS 9 sin d sin? sind ? 
I jet Ne ax? — sin?d 
rab,}] coso æ sind cosbW/1 — 4? sin? Ù 


Fes 24] nr: 
a sin do, AY : 
+f ? 


ETES Vi— Æsin?d 
0 


Mais, en remises dans la dernière intégrale, 2? par 


a? (1 — 2 sin? d + k? sin? d), elle deviendra 
( F 7 æ 7 | PO te arm (2,4 | VA AUS dy. 
PT 4 Vi — k? sind J sin? Ÿ 


À 2? - 
Qt 
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on aura donc, en intégrant par parties, 


sin? 
——_—— 7 
—— V1 {sin Colt ss LU 
V1 uk sin? Ÿ 


_ — V1 #2 sin? cotÙ 


ll 
— (4? D ans _— [VF sin*4 db. 
Vi Æ sind sin? 


Réunissant ces résultats, 1l vient 


l dU œ=— sin? a 
12 = — oc — k?sin?d cotŸ 
Tab] coso a sind cos dr — A? sind 


/ 1 dY ————— 
+ A — — RE 1— k?sin?4 du. 
( = k?sin°d fv ot 


145. Ilne reste plus qu’à assigner les limites de l’intégra- 


Can] 
L 


tion. Or, pouro — 0, on a 4 — arcsina; pour © — o PES 
On remarquera que la substitution d = o rend infinis les 


deux termes tout intégrés. Mais leur différence s’annule; 
ce sont, en effet, des fonctions impaires, dont les valeurs 


. a 7 ; ; 
principales nee détruisent. 
Le” VU 


i 


On obüuendra ainsi la formule 


’ arc sin dy 
sie Vraie) f ee 
Fab & 0 Vi — #2 sin’ 


ae: [ Vi— 4? sin20 dy. 


L'aire cherchée s'exprime donc par les intégrales ellip- 
tiques de première et de deuxième espèce, 


144. Vozuues. — Soit K une région de l’espace dont on 
demande le volume. 
Si la frontière Q de K (formée par une ou plusieurs sur- 


JTE. 10 
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faces) peut se décomposer en un nombre fini de régions 
telles qu’une parallèle à O3 ne coupe chacune d'elles qu’en 
un seul point, menons des cylindres parallèles à Oz et ayant 
pour directrices les contours qui bordent ces régions. Ils 
décomposeront K en champs partiels, dont chacun sera limité 
inférieurement par une surface 36 —=/f(x,7), supérieure- 
ment par une surface z,— f, (x, y), et latéralement par un 
de nos cylindres. 

Le volume correspondant sera Sdxdydz. Ellectuant 
l’intégration par rapport à z, son expression deviendra 


S( 31 — 20) dx dy = S(z31— 30) do, 


intégrale double ayant pour champ la section droite c du 


cylindre. 


145. Cherchons par exemple le volume d’un cylindre 
parallèle à Oz et limité, d’un côté, par le plan des x y, de 
l’autre, par la surface S définie par les équations 


Le (UP), NÉ BAR 3 — Peu Pi 


UnPaurame ss 04 — v: et le volume cherché sera 
donné par l'intégrale double 


Ssda= [ [61 C1du dv, 


C désignant le jacobien de © et de e,. 
i 
Cette intégrale double se ramène elle-même à une inté- 
grale simple . 


1° Si la surface S est hélicoïdale [ou en particulier de 
révolution |; car on a dans ce cas (137) 


D = L + my, CE XX A 
ete>|C] étant linéaire par rapport à +, on pourra effectuer 


l'intégration relative à cette variable ; 
2° Si elle est réglée, car ©, et C étant linéaires en w, CH LOT 
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sera par rapport à cette variable un polynome du second 
degré, qu'on sait intégrer. 


146. Cherchons, comme application, le volume compris 
entre les plans des zy, des yz, une demi-sphère de rayon r, 


avec son centre à l’origine, et un cylindre droit dont la base a 


pour diamètre le rayon OA (fig. 5). 


Prenons des coordonnées semi-polaires 0, w, 3 déterminées 
par les relations 


T — p COS, J —£pSIMO, PS == Pie 


L’ordonnée 3 de la sphère est évidemment définie par la 


relation 


COSO —p Sin @ 
sin © p coso 


Nous aurons donc à évaluer l’intégrale double 
ffv- p°p do do, 


le champ d'intégration étant le triangle curviligne AOB. 
Une première intégration par rapport à p donnera pour 


148 SECONDE PARTIE. — CHAPITRE II. 


résultat 
OM et ON étant des valeurs extrêmes de p pour une valeur 


déterminée de ©. Or la figure donne OM = rcose, ON = r. 
Substituant ces limites 1l viendra, comme résultat de la pre- 


mière sommation, ; 
3 


pie 
—Ssin 9 do. 
3 1 Î 


Intégrant de nouveau entre les limites extrêmes de o, qui 


he T . , 
sont ici 0 et —, on obtiendra le volume cherché 


T T 
rè 5 13 2 
7 / sing dg = f — (1 — cos o) d'cosy 
0 UE 
TH 
F( cop + DRE) re 
Z— | — S Es UE 
5 3 REC 


147. Cherchons encore le volume compris entre le plan 
des æy et la moitié supérieure de l’'ellipsoïde 


Cette équation peut être remplacée par le système des 
suivanies | 


T—=asinp cosy, y =bsinpsinu, 3 = CCD 


et l’on obtiendra tous les points du demi-ellipsoïde en faisant 
varier 4 de o à 27 et w de o à _. 
On aura 
C—— a sine sinu.b cosy sinu 
— a COsp Cosu.b sinp cosu 


—— ab Sins cose: 
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Le volume cherché sera donc donné par l'intégrale double 


| À 


abcS sine cos? v de du — arabe | cos? p sine de 
0 


un 


cos? p \? 5) 
92 TADC (- —) ee rabc. 


148. Si l’on voulait adopter des coordonnée polaires r, 0, 
©, on décomposerait de même K en champs partiels, limités 
chacun par deux surfaces 


Los Toto) Pt 4 Ml D 


et latéralement par un cône ayant son sommet à l’origine. 
L'élément de volume étant ici r?sin0 dr dû do, le volume 
de cette région sera 


Sr? sin 0 dr dû do. 


ntégrant par rapport à 7, on aura l’intéerale double 
Intégrant p pport à 7, l'intégrale doubl 


2 S(ri— ri) sin 9 do de. 


149. Masses. — On nomme densité moyenne d'un corps 
le rapport de sa masse à son volume. Un corps sera homogène 
si, en le décomposant d’une manière quelconque en plu- 
sieurs parties, ces diverses parties ont toutes la même den- 
sité moyenne. Dans le cas contraire, le corps sera hétéro- 
gène. 

Considérons un corps hétérogène; soient P l’un de ses 
points; Q une portion du corps, qui contienne le point P. 
Nous admettrons que, si l’on fait décroître indéfiniment sui- 
vant une loi quelconque le diamètre de Q, sa densité moyenne 
tendra vers une limite déterminée. Cette limite se nomme la 
densité au point P. Cette densité variera en général d’un 
point à l’autre et sera une fonction des coordonnées. 

Supposons que l’on connaisse cette fonction et qu’elle soit 
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continue. Proposons-nous de calculer, d’après ces données, 
la masse totale du corps. À cet effet, décomposons le corps 
en éléments de diamètre infiniment petit. Soient AV l’un 
d'eux; x la densité en un point (x,7, 3) choisi arbitraire- 
ment dans AV. La densité moyenne de l'élément sera n +e, 
e étant infiniment petit; sa masse sera donc (u +e) AV, et la 
masse totale M sera donnée par la formule 


M—ZX(p+e)AV. 


S1 l’on passe à la limite, Xe AV tendra vers zéro, car son 
module ne peut surpasser 


V désignant le volume du corps, etn la plus grande des quan- 
tités |]; or celles-ci tendent uniformément vers zéro dans 
tout le corps. Donc M sera égal à l'intégrale triple 


Lim ZA SES 
étendue à Lout le corps. 
150. CENTRES DE crAviré. MoMENTSs D’INERTIE. — Soient 
(æ, y, 3), (x', y", 3'),-2.41des:points de masse 


On nomme centre de gravité du système le point dont les 
coordonnées X, Ÿ, Z sont définies par les équations 


X — 2e y — 2my ms 
—— PEU — ] Z — 9 
Dr 2m 2m 


et noment d'inertie du système par rapport à une droite la 


somme 
Zmo}!, 


à désignant la distance de la droite au point (x,y;,3) de 
masse mn. 

Si, au lieu d’une série de points isolés, on a un corps con- 
unu, ces sommes se changeront en intégrales. Décompo- 
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sons, en eflet, le corps en éléments infiniment petits, comme 
plus haut. 
Soient 


AV le volume d’un de ces éléments ; 

u la densité en un de ses points (x,y,2); 

à la distance de ce point à l’axe par rapport auquel on prend 
les moments d'inertie. 


La masse m de l'élément sera sensiblement égale à 4 AV. 
D'autre part, tous les points de l’élément auront sensiblement 
pour coordonnées æ, y, 3, et leur distance à l’axe sera sen- 
siblement égale à à. On aura donc, en passant à la limite, 


ILE NS CAN EST IV 
TPE OA GONE SU UN, 


Drouin Su ANS u0a nv. 


151. Application. — Soit à trouver le moment d'inertie 
d’une sphère homogène, par rapport à un diamètre. Prenant 
celte droite pour axe des 3 et le centre de la sphère pour ori- 
gine, on aura 02—%?+7?. Il faudra donc calculer l’inté- 
grale 

Su(x?+ y?) dV. 


On trouverait de même, pour les moments d'inertie rela- 
ufs aux axes des x et des y, 


Su(y?+ 2?) dV et Zu(3+ x?) dV. 


Ces trois moments d'inertie sont égaux, chacun d’eux sera 
égal à la moyenne 


En coordonnées polaires, on aura 


a+ + z—=7r?, . dV=r'sin0 dr dû dy. 
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On aura donc à calculer l'intégrale 
2 LL 
3 Surtsin0 dr dû du. 


Dans l'étendue de la sphère, Ÿ varie de o à 27, 0 de o à r, 
r de o à R, rayon de la sphère. 
Les intégrations sont immédiates et donnent pour résultat 


8 , 
TR : 


V. — Vecteurs. 


152. Nous établirons dans cette section une série de rela- 
üons importantes entre des intégrales définies. Toutes les 
démonstrations supposent qu'il s’agit d’intégrales ordinaires. 
Nous admettrons donc, une fois pour toutes, sans le répéter 
à chaque fois : 1° que le champ est borné; 2° que les fonc- 
üuons arbitraires contenues dans les formules, et toutes celles 
de leurs dérivées qui figurent sous les signes d'intégration, 


sont continues dans tout le champ. 


153. Soient K une région de l’espace; Q sa frontière. 
Décomposons K en cylindres élémentaires parallèles à lun 


Fig. 8. 


CAD CAP 


ELLLLLLLLLLLLZLLLLIIILLIIZIZ D 


des axes coordonnés, tel que Ox, et arrêtés à leur rencontre 
avec Q. La figure 8, où K représente une sphère creuse, 
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met en évidence quelques-uns de ces éléments cylin- 
driques. 

Soient k l’un d'eux; dw sa section droite: ds,, ds, les 
éléments de Q qui le terminent; n,x, n,æ les angles que les 
normales élevées sur ces éléments extérieurement à k 
forment avec Ox;n,x sera obtus, 2,x aigu; on aura donc, 
en tenant compte des signes des cosinus, 


do) = — ds, cosn,x = + ds, cos nn; x. 
L'élément de volume dans # est d’ailleurs 


de = dx do. 


Cela posé, soient P une fonction quelconque des coordon- 
nées ; P,,P, ses valeurs sur ds, et ds;, et considérons l’inté- 
grale de volume 


La portion de cette intégrale correspondante à Æ sera 


[de do = (PP) do = Picosniæ des + Pi cos m æ da. 


Sommons les résultats relatifs à tous les cylindres élémen- 
taires, 1l viendra 


(1) jt Dde= f [ Peosna do 
K 27 o 
Posons dans cette formule générale P — x; elle devient 


(2) 14 de= ff æcosna da 


et donne l'expression du volume par une intégrale double. 


154. L'emploi des coordonnées polaires r, 6, © donne lieu 
à des formules du même genre. 
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Soit O l’origine des coordonnées. Supposons-la d’abord 
en dehors de K. Nous décomposerons K en éléments tron- 
coniques (fig. 0). Soit À l’un d'eux. Il découpe sur une 


sphère de rayon 1.et de centre O un élément dw, qui mesure 
son ouverture, et sur Q des éléments do,, ds,; soient n,r, 
n:r les angles que les normales extérieures élevées sur ds,, 
ds: forment avec le rayon vecteur; n, 7 sera obtus, »,r aigu, 
et l’on aura 

PL ds, it RIRES ds; COS TT 


2 2 
1: Le 


Considérons l'intégrale 
gs 


L'élément de volume de dans k étant r? dr dw, la portion 
correspondante de l'intégrale sera 


Q Ar do (PAR 0e P; cos n:7 dos Fe P,cosnr, do, 
k 


2 2 
a ri 


La sommation donnera 


I Bert 
(3) TJ] Re Ji 454 


155. Si O est intérieur à K, nous décrirons de ce point 
comme centre une sphère #, d’un rayon » infiniment petit. 
Soient Æ son volume, w sa surface. 
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Appliquons la formule précédente au domaine K — X 
limité par Q et w, on aura 


D) > 
QE) te CIS COS A7 Le AE _— Fl 


Passons à la limite. L'intégrale du premier nombre 


tendra (93) vers 


D'autre part, sur w, r a la valeur constante p et cosnr = —1 
(car la normale extérieure à K — Æ est directement opposée 
au rayon vecteur). Enfin l’aire w est égale à 4re?. 


L'intégrale suivant w sera donc égale à nr ARR? = — AT, 
u étant une valeur intermédiaire entre le maximum et le 
minimum de P sur la sphère. Lorsque 9 tend vers zéro, l’un 
et l’autre tendent vers P,, valeur de P à l’origine. 

On aura donc pour un point intérieur O, au lieu de la 
formule (3), la suivante 


(4) HAS ff ae er, 


156. Supposons enfin que O soit sur Q et soit un point 
ordinaire sur cette surface. Soient k, la région commune 


Fig. 10. 


Q 


D 


à K et à <; w, et Q, les portions de w et de Q@ qui la 


bordent (fig. 10). Appliquons la formule (3) au do- 
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maine K— X,, bordé par Q — Q, et w,, puis passons à la 
limite. L'intégrale triple suivant K — X, tendra vers 


Jo M Les, 
7°00T 


De même l'intégrale de surface suivant Q — Q,, tendra 


vers 
P cos nr 
Ni —— —— ds. 
QAR 


Pour l’établir il suffit (95) de montrer que, pour r = 0, 
P cosnr 
r 2 
à la distance à de l’origine au plan tangent mené à Q, à l’extré- 
mité de 7'; et l’on sait que à est de l’ordre de 7?. 


est d’un ordre d’infinitude < 2. Or, r'cosn/ est égal 


NIUE ; : , co 
Enfin, lintégrale prise suivant w, est égale à LL ST MANS 
) O O p? 


E « I . . 
limite u tend vers P, et w, vers 50 — 27 0?. La valeur limite 


de l’intégrale sera donc — 27P,, et l’on aura finalement 


> 
73 


157. Posons dans les formules précédentes P — 7 
d’où P;—o; elles donneront une expression du volume 


de K, 


(6) Jf az f freosnrde. 
K 


e  0Ë 
158. Posons P = 1, d’où Tr — 0; ces formules donneront 


la valeur de l'intégrale 


cosAn27 
IE à. 
Q / 


1° zéro si O est extérieur à K, 
20 AT si O est intérieur, 
3° 2T si O est sur la frontière. 


Elle sera égale à 
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159. On obuüent des résultats analogues pour les intégrales 
prises dans des domaines plans. 

Soient Q un semblable domaine; C sa frontière, formée 
par une ou plusieurs courbes; 7,0 des coordonnées polaires, 
dont l’origine O soit extérieure à Q. 

Partageons Q en bandes élémentaires, comprises chacune 
entre deux rayons vecteurs et arrêtées à CG (Jig. 11). Consi- 


Fig. 17. 


dérons l’une d'elles. Soient do l'angle des deux rayons 
vecteurs, ds,, ds: les éléments qu’elle détache sur C; n,r, 
nr les angles que les normales extérieures élevées sur ds;, 
: ds: forment avec le rayon vecteur. On aura 


ds, cosn,;r dss cos hr 
do ZE —  ————————————— = + —— 
ls l'a 


(ds,, ds3 étant pris positivement). 
D'autre part, l’élément ds de l'aire sera r dr de. 
Considérons donc l'intégrale 


[hr =f ford 


La partie de cette intégrale relative à la bande élémentaire 
sera 

P, cosn,r P;cosn,r 

(P, — P;) do — —————— ds, + 17 vi du 


lo ri 


ds; 
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et la sommation donnera 


) ï 
[LES Guns P cos Fa 
LE C “ 


160. Si O est intérieur à Q, décrivons de ce point comme 
centre un cercle de rayon infiniment petit 9; soient w son 
aire, € sa circonférence. Appliquons la formule précédente 
au domaine Q — w borné par Get c. Il viendra 


I y — +} Te 
ee ; 


Sd — U) 


PS 
SI 
Le À 


Passons à la limite. L'intégrale du premier membre tendra 


Vers 


D'autre part, dans l'intégrale 


P cosnr 
JE d 
ec r 
L 


On à J—p, cosnr——1. L'intégrale aura donc pour 


valeur 
ra 
p 


2 TP — — 2TU, 


u désignant une valeur moyenne de P sur c. Or, à la limite, 
u tend vers P;,; on aura donc finalement 


b) D) . 
(8) ff, LE lo =f Sr LL ds — 27P,. 


Si O était sur la frontière, on verrait, comme au n° 156, 
que le terme complémentaire — 2rP, devrait être réduit de 
moitié. 


: 72 
161. Posant dans les formules ci-dessus P — —, on aura 
2 
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l'expression de l’aire 


(9) fhé=:sfr cos nr do. 
Q LEE 


En posant P = 1, on aura la valeur de l'intégrale 


cos 
JE 
1ù 
C 


à savoir 
0 pour O extérieur, 
TE pour O intérieur, 
T pour O sur la frontière. 


162. Si au lieu des coordonnées polaires on emploie des 
coordonnées cartésiennes +, y, on décomposera Q en bandes 
paralièles à Ox (/ig. 12). Considérons l’une d'elles, de 


Pret" 


largeur dy, et limitée par les arcs élémentaires ds,, ds,; 
On aura, 2,%, n2x désignant les angles des normales exté- 
rieures avec Ox 


dy = — ds; cosn;x —+ ds, cosn,x. 


La portion de l'intégrale 


correspondant à cette bande sera 


(P;— P;)dy = P, cosn, x ds; + P; cosn,x ds. 
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Par une sommation, on trouvera 


> 
(10) “Hi De = [ Peosnx ds. 


163. Posant P — x, nous aurons une nouvelle expression 
de l’aire 


(15) | ffas= fzcosne ds 
Q C 


Posant d’autre part P = 1, il vient 


foosnz AS 0, 
VC 


C’est le théorème des projections. 


164. INTÉGRALES cURVILIGNES. — Soit L un arc de courbe, 
défini par les équations 


Leo DS 20, 


l'arc s étant pris pour variable indépendante. On aura 


PÉTER ES AY Ge LE 


Soient P, Q, R des fonctions de x, y, :; leurs valeurs en 
chaque point de L seront déterminées en fonction de 5: et 


si $6, $, sont les valeurs de $s au commencement et à la fin 
de L, on pourra calculer l'intégrale 
7 


JE (Pz'+Qy'+Rz!) ds. 


Une expression de ce genre se nomme une éntégrale 
curviligne prise suivant L et se représente par la notation 


ile dx + Q dy +R «dz. 


L 


Elle changerait évidemment de signe si l’on décrivait la 
ligne L en sens contraire, ds devenant négatif 
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Au contraire, dans les formules des n°° 159-163, les élé- 
ments ds sont pris toujours positivement. 

La valeur de l'intégrale curviligne variera en général, si 
l’on remplace L par une autre ligne d'intégration L/ ayant. 
les mêmes extrémités. 

Si la ligne L est située dans le plan des xy, 3 et dz seront 
nuls et l'intégrale se réduira à 


J P dx + Q dy, 
L 
où P, Q sont des fonctions de x, y. 


165. Ces définitions posées, considérons, dans le plan 
des æy, un contour fermé C (/ig. 13). Soient x la normale 


0 æ 


extérieure en l’un de ses points, #% l'angle qu’elle fait 
avec O x ; { la Langente menée dans un sens tel que les demi- 
droites x, € aient entre elles les mêmes relations de position 


que Oz, Oy; on aura, pour un petit déplacement ds dans 
le sens de £, ( 
de desert, 


S1 donc on décrit le contour GC dans le sens indiqué par la 


flèche, l'intégrale curviligne obtenue f P dy sera égale à 
© 
C 


/ er P 
A cos az ds, ou à l’intégrale double Î [> ds. 
€  JQ 


J. — IN. 


II 
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vf 
v 
# 


Si un observateur, debout sur le plan des xy et regardant 


suivant Ox laisse O y à sa gauche (supposition habituelle 
en géométrie plane et représentée dans la figure), le même 
‘observateur décrivant le contour devra laisser Q à sa gauche. 
Si Oy était à droite de Ox, il devrait laisser Q à droite 
(c’est la supposition admise dans la géométrie à trois dimen- 
SIOns). 

En permutant P, x, y avec Q, y, x, on trouverait de même 


; . 0) re AE 
que 1 Q dx est égal af [SR dx, mais à la condiuon de 
/C Q 0x 


changer le sens dans lequel C est décrit; car si Oy est à 
gauche de Ox, Oz sera à la droite de O y. Revenant au sens 


foa-ffRe 


On aura donc, en ajoutant ces résultats, 


oP  0Q 
P dy — de= ff (+) a 
fl Date 9x Toy 


Pace 4 
ou, en écrivant — P, Q au lieu de Q, P, 


(12) frae+cag=ff(e-%)a 


166. Cette formule subsiste pour un domaine Q dont la 
frontière C serait formée de plusieurs contours fermés C,, 


Cr, Da De TA): 


Décomposons, en effet, par des transversales, le domaine Q 


primiuf, on aura 


en domaines partiels Q,, Q:,... limités chacun par un seul 


contour. Appliquons la formule à chacun d’eux et ajoutons 
les résultats. Les intégrales doubles s’ajouteront, ainsi que 
les intégrales curvilignes prises sur les diverses parties 
de C,, C:, .... Chaque transversale étant suivie deux fois 
et dans des sens différents, les intégrales correspondantes 
se détruiront. 


# 
3 


PR 


 » ciné Gras TNT 


TER % ; RTS Le . 
67. $ oient Q une AR de Ce gauche ; avant pour ; 5 


GC, un ou plus RACE plusieurs contours 


Fig. 14. 
C 


fermés C;, C2, .... En chaque point p de Q, on peut y. Fe 
_ distinguer deux faces, sur chacune desquelles on peut élever 
“# Re 
une normale (fig. 19). Si, partant de p, on chemine sur 


Fig. 15. 


ES 


lu une E ces faces sans traverser C, il peut arriver qu'après 
avoir décrit un contour fermé convenable, on se retrouve 
en p sur la face opposée à celle d’où l’on était parti. 


Fig. 16. 


D C 


+, Û 
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prenons une feuille de papier rectangulaire ABCD et tor- 
dons-la, de manière à amener C sur A et D sur B; puis 
soudons les lignes AB, CD. La surface ainsi obtenue sera 
limitée par un seul contour et jouira de la propriété indi- 
quée. 

Laissons de côté ce cas singulier et admettons que Q ait 
deux faces distinctes sans passage de l’une à l’autre. Appe- 
lons face positive l’une d’elles, choisie à notre gré; la normale 
n élevée sur cette face sera la normale positive. Soient cos x, 
cos ny, cosnz ses cosinus directeurs. 


168. Taéorime. — L'intégrale de surface 


fe (SE COS 7 Y — Dcosne) de 
o \ 03 4 0Y 


est égale à l'intégrale curviligne 


fPar=fPar+| PAL 
JC C 4 


chacun des contours C,, GC», ... étant décrit dans un sens 
convenable. 

Ce sens dépend de la situation relative des directions posi- 
uves Ox, O y, Oz des axes coordonnés. On les choisit ordi- 
nairement de telle sorte qu'un observateur ayant les pieds 
en O, la tête en z et regardant Ox, ait Oy à sa droite. 
(Cet énoncé subsisterait si l’on y permutait circulaire- 
1DEOL D, 9e.) 

Dans ce cas, chacun des contours C,, C»,... devra être 
décrit dans un sens tel qu'un observateur, debout sur la 
face positive, et suivant le contour, laisse Q à sa droite 
(on devrait le laisser à gauche, si Oÿ était à gauche du 
plan z20 x). 

emarquons tout d’abord que si, comme au n° 166, nous 
parlageons Q en plusieurs régions par des transversales, 
le théorème, supposé vrai pour chacune d'elles, le sera 
pour Q. | 
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IL suffira donc d'établir le théorème pour une région Q 
limitée par un seul contour fermé C et assez petite pour que 
cos nz n'y change pas de signe. 

Le choix de la face positive est d’ailleurs indifférent, car 
le changement de face entraîne celui du signe des cosinus, 
et celui du sens dans lequel C doit être décrit. Les deux 
membres de l’égalité à démontrer changeront donc tous deux 
de signe. 

Nous pouvons donc supposer cos23 positif. 

Cela posé, sur la surface Q, z est une fonction déterminée 
de +, y. Substituant cette valeur dans P(x,y, z), il viendra, 
sur Q (et en particulier sur C), 


LR) 


® étant une nouvelle fonction de x, y seuls. 
Dérivons cette égalité par rapport à y, x restant constant; 
il vient | 
oP ta OP 0z en 0 
OYREO ES OPEN O0 y. 


Mais la droite qui joint sur la surface les points (x,7y,3) 
et (x + dx, y + dy, 3 + dz) est perpendiculaire à la nor- 
male; d’où la relation 


COS X AT + CON y dy COS aides 0. 


On en déduit 


03 COS A y 
dy TAN Cosnz 
et, par suite, 

(& cos An Fa Tr cons) do —— _ + Le me) do cosnz 
95 PET or FL (07 000207) 

p 

—— PE 
dy 


ds’ désignant l’élément de l’aire de la projection Q' de Q sur 
le plan des xy. 


Soit d'autre part C'la projection de C sur le même plan. 


car sur Cona ®— P, et d’autre part dx a la même valeur à 
sur les éléments NT ire de Get de C!. 
D'ailleurs C/ devra être décrit dans le sens correspondant | 
à celui de C, c’est-à-dire qu’un observateur debout sur lea 
plan nt et parcourant C devra laisser Q à sa droite. , 
L'égalité à démontrer revient donc à celle-ci à 


[ea ff D da , 
c’ 


… Elle résulte de la formule (12) en y posant PC OS 
169. Cuames De vecreurs. — Soient F une fonction de … 
æ,Y,3; l'une droite de cosinus directeurs cos, cosf, cosy 
issue du point (x,y,3); F+AF la valeur de la fonction au 
point (æ+ hcosa, y+hcos$,z+h cosy) situé sur / à une 
_ distance infiniment petite À du point (æx,7,4). La limite du 


AF F. 
rapport — se nomme la dérivée de F dans la direction let se 74 


dE 
désigne par =: | 
Si Fest développable par la série de Taylor, on aura SP 


KL ÔF 


COS @ + De eut 0E cos 
dy RU OZ ? 


BEA, .,0F0F + «TES 
re Ts COS 2 TARUE | 20 


oF 
dl ox dy 
LA = PF ECRES cos æ COS B +- : (AT 
0E — de 0x0 PTS 


4 


0F 
COS + — cos + — cosy, : 


03 


Soit À la direction opposée à /; les cosinus directeurs : 


2-8" à es ne Le * ét FPS 
Le 3€ re no INTÉ GRALES D NT PS; 


DE Lo 
OA ONDES 


170. Soient P, Q, R trois fonctions de (x, y, 5); L'un à 
_ segment de droite issu du point (x,y,3) et ayant pour pro- 
g | jections P,Q,R. Ce segment se nomme un vecteur. L’en- 
semble des vecteurs correspondants aux divers points de 

. l'espace constitue un champ de vecteurs. 
Si l’on conçoit que le vecteur représente une force, le 
_ travail accompli, lorsque le vecteur parcourt une ligne C, sera 


fLeos(L, ds)ds= f P dx + Qdy+ Ras: 
CP € : 


# 


1e point est ue suivant le vecteur. 
4 Concevons d’autre part que L représente en grandeur et 
_ direction la vitesse d'un fluide en mouvement. Considérons 
un élément de surface d7 passant par le point(x,y,3). Il 
_ présentera deux faces, que nous appellerons l’une positive, 
l’autre négative. Soient cosnx, cosny, cosnz les cosinus 
à _ directeurs de la normale posilive ñn. Au bout d’un instant dt, 
les molécules de fluide qui se trouvaient sur ds se seront 


à déplacées de Ldt dans la direcuon de L. Celles qui les sui- 


fes 


vent, en traversant ds de * face négative à la face positive, 


rempliront le cylindre ABCD (fig. 17) dont le volume est 


do cos(L, n) L dé. \ 


L L4 ? 


F" | 
Vice CR ve + AA Ya 


_ On nomme lignes de force celles dont la tangente en 
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Cette considération explique le nom de {lux élémentaire 
qu'on donne à l’expréssion 


Lcos(L, n) do = (P cosnzx + Q cosn y +R cosnz) do. 


Si l’on changeait la dénomination des faces, les cosinus, et 
par suite le flux lui-même, changeraient de signe, 

Le flux total à travers une surface Q sera donné par l’inté- 
grale 


ff P cosnx + Qeosn y +R cosn s) de. 
J/ VQ 


On nomme encore : 


Tourbillon du vecteur (P, Q,R), un nouveau vecteur 
ayant pour projections 
ORNNETO PE UP ER OURS 


OV da i0z CN OP TE OT INTER 


Divergence du même vecteur, la fonction 


QAR EST 
OT OT 03 


171. Taéorëme d'Osrrocransky. — L'intégrale de læ 
divergence d’un vecteur dans l’intérieur d'un volume K 
est égale au flux de ce vecteur à travers sa frontière Q, le 
{lux étant compté de l’intérieur à l'extérieur. 


Cette égalité est exprimée par la formule suivante 


1 ; PROC ESROR 
3 M RE PATES AR ee es D 
Fe NPA - 
= ff (P cosnæ + Q cosn y + Rcosn) de, 
Q 


COST, COS AY, COS A3 étant les cosinus directeurs de la nor- 
male extérieure. 

Or on a établi (153) l'égalité des termes qui dépendent 
de P dans ces deux intégrales. En permutantx,y,3; P,Q,R; 


J 
J 
4 
E 
4 
. 
. 


INTÉGRALES DÉFINIES. 169 


on voit qu'il en sera de même des termes dépendants de Q 


et de R. 


172. Taéorkue pe Srokes. — Le flux du tourbillon d'un 
vecteur à travers une portion de surface Q est égal au 
travail de même vecteur lorsque son point d'application 
décrit le contour GC qui forme la frontière de Q (dans le 
sens précisé au n° 168). 


Ce théorème s'exprime par la formule 


(14) ff (DS) cosnx 
he OP _0R 0SA De — Dr )cosn< d 
03 OT Er 0Y PEU 
= [Par +Qdy+Ras. 
C 


Or l'égalité des termes dépendants de P a été établie (168). 
Celle des autres termes s’en déduit par une permutation cir- 
culaire. 


173. Certains champs particuliers méritent une mention 
spéciale 


Champs à potentiel. — Ce sont ceux où les composantes 
du vecteur sont les dérivées partielles d’une même fonction U 
qu'on appelle le potentiel du champ. 

Les surfaces U = const. sont dites surfaces de niveau. 
On a sur ces surfaces 

OU OU OU 
PS PT DE GDS RE ame 
0x dy 7 02 : 
ce qui montre qu’elles sont normales aux lignes de force. 

Le travail du vecteur le long d’une ligne { joignant les 
points (abc), (a'b'c') sera 

OU OU OU 

— de + — dy + — d: = | dU = U(a'b'c') — U(abc). 

dx dy dz : 


ce” { 


M #Æ A e FAR UN LL COR ST EU … LD AE sé LL N'd j Le dé :. Nan +. 

CRUE RE EE CO A PS Re TR LR SR PR UE CO O SES 
F. “A LV » ET Fe 4 + Ces : et Le née 3 ù { à 

» ñ L > ir: tee Me D ” AL 4 Te PNR . LT 

4 ; c J ‘ 5 # MAUR, :- ‘ 
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Il reste donc constant si l’on déforme la ligne / pourvu que 
ses extrémités restent fixes, ou plus généralement se dépla- 


cent sur des surfaces de niveau. Il est nul pour tout contour 


p 4 ’ L “ oÙ oU oÙU . 
fermé (tracé dans une région où —;, —; — restent conti- 
o Ôx 0y 0z 


nues). 
Les composantes du tourbillon 
| DEUPMMDAU 
0yY 03  dz0y 


sont identiquement nulles. 


174. Réciproquement, tout champ de vecteurs (P,Q,R) 
où le travail est nul pour tout contour fermé aura un tour- 
billon identiquement nul, et admettra un potentiel. 

En effet, si le travail est nul pour tout contour fermé, la 
formule de Stokes montre qu'il en sera de même du flux du 
tourbillon à travers une surface quelconque. Mais pour que 
l'intégrale qui représente ce flux soit nulle quel que soit le 
champ, il faut évidemment que la fonction à intégrer le soit. 
On aura donc 


GR  0Q 
(S FE Fe COST 
4 OP __ OR 0Q HE mr 
(£ ou COSn Y + Fa #3 2) COS7 3 — O. 


Cela ayant lieu quels que soient les angles nx,ny,nz, on 
aura 


dy Os 5.102 0 0 Ge 


Ces conditions expriment que le tourbillon est nul. Nous 
allons montrer qu'elles suffisent pour permettre de déter- 
miner une fonction U telle que l’on ait | 


P dx + Q dy + R dz = dU 
et par suite 


at ds + U, — I —+ U, 
; 20 PT une constante quelconque et U, une nouvelle | 2 
inconnue. :- 
_. On aura | 
2 * OI ol OI 
_ 5 ae a 5 
| 7 ir 5 dy + — oz ds 
Mais 


#4 L7 OI + 
Rr | rte À as = [S D ds 


“ À - À 
. P, étant ce que devient P pour z — 24. 
De même 


D Liôn. 


Substituant c ces valeurs dans nos 


_ devient | 
T4 1 ! CSP 0 do 


D'ailleurs en posant 3 = 3, dans la dernière de relations (1 5 È 
pelle devient 
0Q _ Po 
. dx Dr 
% Posons 


Re 
Ui=f OA VA 
Ya ; 


* 


Y Y'o étant une constante. L’é équation à satisfaire deviendra 


FABLE == pa az, 
Ps étant ce que devient P, pour y = y». 
_ Cette dernière équation a pour solution générale 
| AN de Ve 
P,, dx + const. 


lo 
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On aura donc finalement 
s re Ra 
SEL R dz + [ Qody + | P,, dx + const. 
Tr Yo do 


La méthode que nous venons de suivre peut évidemment 
s'appliquer aux expressions différentielles contenant un 
nombre quelconque n de variables, et nous permet d’énoncer 
le théorème suivant : 


Pour que l'expression 


À dx; — X, dx +. corir XPdD, 


soit une différentielle exacte dU, il faut et il sufjit 
qu'on ait identiquement 


ONE 
OTy sf 0x; 


pour toutes les valeurs de {et de k. Si ces conditions sont 
remplies, la fonction U sera définie à une constante près 
et pourra se calculer par une suile de quadratures. 


175. Champs à facteur intégrant. — Ce sont ceux où 
les composantes du vecteur ont la forme suivante 


OÙ oÙ OU 
or Q=VS | R=VS# 


I 
v 0Y 03 


U, V étant des fonctions quelconques de #,y, 2. 
Ces équations équivalent à la suivante 


P dx + Q dy +R d: = V dU 


qui exprime que Pdx + Q dy + Rdz devient une différen- 
telle exacte dU, lorsqu'on le multiplie parle facteur d’inté- 
I 


gration U — T' 
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Les composantes du tourbillon sont dans ce cas 


OR __ 2Q _ OV OU oV OÙ 

y Oz. dy dz 03 dy 
HIPROR EE ON QUE, 9V ou 

: 0x dx dx 0x 0z° 
ARR D me VO RE OR OU 

0x dy 0x dyY dy 0æ 

On en déduit l'identité 
oh, 00% OPEN R 006 0E 
(FA pese ER" ee nie 
np) GG — 03 J+Q(S a) +R ne) Se 


qui exprime que le vecteur est perpendiculaire au tourbillon. 


176. Réciproquement si cette condition est remplie 
Paz + Q dy + Rdz admettra un facteur intégrant. 

Pour le démontrer, nous nous appuierons sur le lemme 
suivant, qui sera démontré ultérieurement : 

Une équation différentielle 


Par +Qdy—=o 
admet toujours une solution dite générale 
fiCæ, ad 6} — O, 


contenant une constante arbitraire c. 
Cette équation, résolue par rappert à c, prendra la forme 


PT, Y}=cC 
On en déduit 
dc do s 
ne On ere 0 


En comparant cette équation à la proposée 
P dx + Q dy =, 


0 dc 
on voit que P et Q devront être proportionnels à LE etre 
y 


Si nous remarquons que P et Q contiennent 3; il en sera 4 
de même des fonctions + et ., et l’on aura Kè 


do = pP dx + uQ dy + Ps. 


Si donc nous posons pour abréger 


PRE 


Z 


LOU een 
7 d9” RUE 
_ et par suite 


AR(Par Tr QE TN 


de sorte que À sera un facteur intégrant. 
Mais pour que w ne dépende que de + et de z. il faut et re 
suffit qu'il existe entre les détentielles du, de, ds une 
_ relation linéaire. Celle-ci s obtiendra, si elle existe, en li. 
._ minant dx et dy entre les équations | + ‘4 
; > #4 
THÈME NES SL ds, me: 
du du 
du = 2% ae + 2 dy + — 


, ’ 


ET ÈS x NTÉ GA a evt NÉ 


Ai qutba ut NN ER ON POUR 


du 1170 


Ou OopR p _OpR ou e 
4 DAMON 0e de PO NUE Qu 
08 Due GR ER RO RE o EC 
| g 2 NON 0: RO POS 


_ Substituons dans l'équation de condition précédente et 
_ ajoutons la quantité nulle é 


R (Le De), nee 
_ al viendra | e 
| D{dUR duQ ou) duQ .‘OUP\ ER 
P(A CE )+Q( et + R Fe en 


__ Effectuons les dérivations indiquées. Les termes où u est ee. 
_ dérivé se détruisent. Supprimant dans les autres le facteuru, 
on trouve la relation (16), laquelle est vérifiée par hypothèse. 


BALE L'application du théorème d’Ostrogradsky aux 
“champs de vecteurs ci-dessus conduit à des formules impor- 
É tantes, connues sous le nom de formules de Green. 
# On a 

| A NEA ME OV OÙ 


D. He Re PER 


_ Si donc nous Posonsiponr abréger, 


FL HDRSOEU 
0 RTE Le 5 — AU, 


a divergence sera 


\ 0G OL 0y 0YH 03 07 
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normale intérieure, l'expression du flux sera 


V GE COS A ques PAR à uv PE __: 4 20N 
dx a dy 4 JET AN EN Tr a0R dy 


La formule d’Ostrogradsky deviendra donc 
AND ONSAL aV OU 
1 Ha. Sr FH) 


== [VS d 


U et V étant des fonctions quelconques. 
Si on les suppose égales, la formule précédente devient 


en [fear (2 (8)-(2) 4 
= f fu a. 


D'autre part, permutons U et V dans la formule (15) et 
retranchons l'équation ainsi obtenue de la précédente. Il 
viendra 


ns NE (VAU DAV ALES VS lé. 
K 


178. Üne fonction U est dite régulière dans le domaine 


RES OU OÙ oÙ . #42 4 SRE 
K,si U » — Sont continues en tout point intérieur 


? 0x” dy oz 
AU LE SER AU 
à K ou situé sur sa frontière Q, et ——., —— continues en 
dx? dy? ” dz? 
tout point intérieur à K, et finies (quoique pouvant être dis- 
continues) sur Q. 

Les formules (15), (18), (19) ne cesseront pas d’être vraies, 
si U et V sont des fonctions régulières dans K, lors même que 
les dérivées secondes présenteraient des discontinuités sur Q. 

Soit en effet Q’ une surface parallèle à Q, infiniment voi- 


sine et située dans l’intérieur de K. On pourra appliquer 


A , (ee D. 
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chacune des formules précédentes au domaine K' bordé 
par Q”. 


Passons à la limite. L'intégrale iple ff ff tendra vers 
. K’ 
ef f'; car la différence des deux intégrales a pour maxi- 
st 14 


mum de son module le produit du maximum du module de 
la fonction à intégrer, qui est fini, par le volume de K — K’ 
qui est infiniment pelil. 

D'autre part, chaque élément M'd35' de l'intégrale de sur- 


face 179 tendra vers l’élément correspondant Mds de 
Q: 


IE car la fonction M à intégrer, ne contenant que U, V 
/Q 


et leurs dérivées premières, sera continue ; donc M' tend 
vers M ; et ds' tendra aussi vers ds à cause du parallélisme 
des surfaces Q et Q/. 


179. Soit E le domaine extérieur à K.. Il a aussi pour fron- 
uère Q mais s'étend à l'infini. Nous dirons que la fonction Ü 
est régulière dans E si : 1° elle est régulière dans tout do- 
maine fini contenu dans E; 2° R désignant la distance du point 

: “ OU oÙ AU 
(æ,Y,3) à l’origine, RÜ, R?—, R?—, R? > 


pee L dx? 2 
ps U 


OV 03 
, ŒU | , 
» R3 —— restent finis pour R = +. On énonce cette der- 
dy? 0232 
nière condition en disant que U est régulière à l’infinr. 


Si U, V sont régulières dans E, les formules de Green 
subsisteront dans ce domaine. Considérons, en effet, l’une 
d'elles et appliquons-la au domaine E' limité par Q et par une 
sphère w de rayon 9 infini. Chacune de nos formules don- 
nera un résultat de la forme 


TE Mde= ff Nas+ f [Nas 
E’ Q A) 


M et N étant des fonctions telles que R*M, R3N restent 
limités pour R—« 


Passons à la limite : l’intégrale [ff tendra vers 
VF 


J. — IT, 12 
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JEJL Mde (93). D'autre part, soit & le maximum du 
E 
module de N2 sur la sphère. L'intégrale 10 aura un 
/ w 
module au plus égal à = 47e? ; sa limite pour p = « sera 


donc nulle. 


180. Camps DE TourBILLONS. — Ce sont ceux où le vec- 
teur (P, Q, R) étant le tourbillon d’un autre vecteur 


(E, F, G), on a 


On en déduit les conséquences suivantes : 


: oP 0 OR 
1° La divergence — + exe + —est nulle; 
0x OV 03 
2° Le flux à travers une surface Q limitée par un contour C 
sera, d’après le théorème de Stokes, égal à 


fear + F dy + G ds, 


expression qui ne dépend pas de la forme de Q, mais seu- 
lement de son contour terminal; 

3° Le flux à travers une surface fermée étant égal à l’in- 
tégrale de la divergence, qui est nulle, sera égal à zéro. 


181. Réciproquement, si le flux qui traverse une surface 
fermée quelconque est nul, l’intégrale de la divergence sera 
nulle dans un domaine quelconque; donc la divergence elle- 
même le sera. 

De cette condition 


AP F. 110 Aie 

Ôx dy Li 
on déduira comme 1l suit la possibilité de satisfaire aux trois 
équations (20). 
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Cherchons tout d’abord une solution particulière, où G 
soit nul. 
On sausfera aux deux premières équations en posant 


E= f Qu, F=— | Pds+y(e,y) 


© étant une foncüuon arbitraire. 


La troisième HE deviendra 


_—— 0o 


OR à do 
= re eV po Lim A ee je 


Zo 


R, étant ce que devient R pour 3 = 2. 
Cette équation sera vérifiée en posant 


= R;dz. 


Ayant obtenu ainsi une première solution E,, F,, G,,1l 
est aisé d’en déduire toutes les autres. 
Posons en effet 


PF, G—G;+6, 


les équations deviendront 


ot 0 j' ER dË 0G ne OF 2Ù WE 
DD 0z DÉMO T DEA MNEAT CT 
et auront pour solution généi ale 
ou AU al 
re , Se Eh | Ç Es 
dx 0Y z 
la fonction U restant arbitraire. 
182. Foncrions HARMoONIQUESs. — Une fonction U est dite 


harmonique dans le domaine K, si elle satisfait en tout point 
de K à la relation 


DURS OE D eMOEU 
- dat À dy? RP EE 
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Ainsi une fonction linéaire ax + By + y + à est harmo- 
nique partout, et partout aussi régulière, sauf à l'infini. 
La fonction 


I 


= 


est harmonique : car on a 


J La) 
T— a en A Can Le 
FFC OMS HE OX? 7 ri s 
Dore AM 2 INR 
MR ee EN RER 2 


Elle est régulière partout, sauf au point (abc). 


183. Reprenons la formule de Green 


fs Jffoau-uanaz ff VS) 


où U, V, sont deux fonctions quelconques régulières dans K. 
Supposons-les harmoniques; l’équation se réduira à 


(ur) HG Hoi 0; 


En particulier, soit V = 1 ; il viendra 


OÙ 
(22) LS =. 


184. Si le point (abc) est extérieur à K, nous pourrons 
. I ? Là Se 
poser dans la relation (19) V — a U étant régulière dans K, 
mais d’ailleurs quelconque. La formule devient 


\ 


> qe 1 OÙ 
(23) Je NE 1HPCE _ au 
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Comment doit être modifiée cette formule lorsque (abc) 


appartient CA 


185. Supposons-le intérieur. Entourons-le d’une sphère w 


Fig. 18. 


d'un rayon 0 infiniment petit et appliquons la formule 
au domaine K — Æ compris entre Q et w ( fig. 18). On aura 


Te 
AN LIN PRES LL-ff DR OUR 
2! a z dv TUE 


Passons à la limite. L'intégrale triple tendra (93) vers 


TRES 
/K / 


D'autre part, sur w on a 


LE 


1 or > I 


I 
TS — = — — — —— —;) 
P; dv 2 dv Gé 


car la normale y intérieure à K — Æ a la direction de 7. 


L'intégrale {_ f devient donc 


T ET 
Pie 
js p p dy 
L'intégrale du premier terme aura pour valeur 
+ dr = — Ath, 


u étant une moyenne entre les valeurs que prend Ü sur.w. 
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Or ces valeurs tendent toutes vers U(abc). Donc cette pre- 
mière intégrale tendra vers — 47 U (abc). 
0 + . 0 
Soit 4’ le maximum du module de T7 sur; le module de 
#4 


2 


! 
> 4 , « w1 
la seconde intégrale sera au plus égal à =: Aro?, et tendra 
Ï e) 0 TE 
\ 


vers zéro. 
Nous aurons donc finalement 


I 
à I « es 1 OU 
@4) ff fraude ff UT — 1% Jdo—hrU(abe). 
K vQ 


186. Si le point (abc) est sur Q, on appliquera la for- 


mule à la région K — £' bordée par les surfaces Q — Q/ et w’. 
Passant à la limite, l'intégrale triple tendra encore vers 


JU L'AU de 
É 7 


D'un autre côté, si l’on suppose que (abc) soit un point 


H18220. 


ordinaire sur Q/, on aura sur cette surface (fig. 20). 


fl 


7 


ee: I 
DURE / 13 
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183 
à étant la distance de l'extrémité de 7° au plan tangent, la- 


quelle est du second ordre par rapport à 7. Donc sur Q’ 


- 
Er 


sera infini du premier ordre seulement par rapport à 7. Donc 


l'intégrale [ [ tendra vers f f.. 
Q-0Q Q 


Reste à calculer la valeur limite de l'intégrale ff ; elle 
sera —2rU(abc), w! représentant à la limite la moitié 
seulement de w. 


Nous aurons donc finalement 


Fr 
@5) ff frauæ= ff We EE 
Ke Q 


ÉHOUT E 0», do—27U (abc). 


Si la fonction U est harmonique, AU étant nul, ces for- 
mules se simplifieront. Elles deviennent 


he 
(26) 12 ESS ASUS 
Q dy 


r 0 
0, (abc) extérieur à K, 
— { 4x U(abc), (abc) intérieur à K, 
27 U(abc), (abc) sur (2. 


187. Soit w une sphère de centre (abc) et de rayon R 


contenue dans K ; (abc) lui étant intérieur, on aura 


FE 
Mr: 1 OÙ 
QUCOESEE Re Le 
Mais on a sur w 
n 
ns AUS 1 or à : 
Ne sh FPT 


729 R 
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et d’après la formule (22) 


1 OÙ oU 
pere + ne 


La relation précédente se réduit donc à 


U(abc)= rs fua. 


Elle exprime que la valeur de Ü au point (abc) est 
égale à la moyenne de ses valeurs sur la sphère w. 

On en conclut que U ne peut admettre ni maximum nt 
minimum dans K, st ce n'est sur Q. Car si l’on avait un 
maximum en (abc) par exemple, on pourrait entourer ce 
point d’une sphère assez petite pour que sur toute sa surface 
U fût <U(abc), ce qui contredirait la proposition c1- 
dessus. 


188. Cororzaine. — Une fonction U harmonique et 
régulière dans K est complètement déterminée dans K par 
la connaissance de ses valeurs sur Q. 


Car si le problème comportait deux solutions U, U,, leur 
différence U — U, serait une fonction harmonique et régu- 
lière dans K et nulle sur Q, sans l’être dans tout l’intérieur 
de K. Elle admettrait donc au moins un maximum ou un 
minimum. | 

La détermination effecuve de U dans l’intérieur de K, 
d’après ses valeurs sur Q, constitue le problème intérieur 
de Dirichlet. Nous montrerons dans le Calcul des Varia- 
üuons qu'il admet une solution ; nous voyons déjà qu'elle est 
unique. 

On pourrait de la même manière se proposer de définir 
une fonction dans la région infinie E extérieure à K par la 
condition d'y être harmonique et régulière et de prendre 
des valeurs données sur Q. Ce problème extérieur, de 
même que le précédent, ne comporte qu’une solution, car 
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s'il en avait deux, U, U,, leur différence serait une nouvelle 
fonction harmonique et régulière. Elle s’annulerait donc à 
infini ainsi que sur Q; elle admettrait donc au moins un 
maximum Où un Minimum. 


189. La formule (26), quoique donnant en chaque point 
intérieur à K la valeur de U (abc), 


I 
d- 
#4 Prat QU 
(27) x U(abe) = ff Les pe do 


ne résout pas le problème de Dirichlet, car dans le second 


membre figure, outre U, la fonction _ dont les valeurs sur Q 
ne sont pas données. 

Mais on aurait la solution cherchée si l’on savait déter- 
miner une foncuon G(x, y, 3, a, b, c) des variables x, y, z 
et des paramètres a, b, c, qui fût harmonique et régulière 
dans K, et qui sur Q prit les mêmes séries de valeurs que 


I A = à 
= Une semblable fonction se nomme fonction de Green. 
En effet, supposons-la connue. Posant V = G dans la 


» I ° e 
formule Or) et remarquant que sur Q on a G — _ 1l vient 


LCR: S)d=0 
O dy r Ov 


Retranchant cette égalité de (25), il vient 


J 
2e 
” CA DES 
(28) | 4nr U(abc) = [fu ns à dc. 


190. La fonction G est aisée à construire lorsque K est 
une sphère de rayon R. 

Soient en effet (fig. 21) M — (abc) un point intérieur; 
M'un point extérieur situé sur le même rayon; OM— 4 et 
OM' = d' étant liés par la relation 


dd R*: 
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Les distances r, r' de ces deux points à un point quel- 
conque P de Q sont liées, comme on sait, par la relation 


Fr. FORTE 


Pour le problème intérieur, la fonction de Green sera donc 


Jr celle expression étant harmonique et régulière dans l’in- 


Fig42x- 


SA A , 4 I “ 
térieur de la sphère, et égale à = sur ©. (Pour le problème 
2 L2 L L R 
extérieur, cette fonction serait pe 
Considérons le problème intérieur. On aura 


0 - = 
ir U(abe) = [ [ U : : TE Jas. 
Or : 
5e 
7: 1 O7 I R?+ 7° — d’? 
FRS ra COS 0 — RS ; 


0 I 
Fm Rire dn 
dv 2kRr'3 ‘ 
I I 
Ge Gi 2 13 3 
/ RSR EEE UE Rires 
y 200 0 2kRr? 2 dr'3 


Remplacons 7”, d! l leur Lt Pie 
placçons 7°, d par leurs valeurs CT CL celte expres- 
sion se réduira à 
R3— d? 


Rr° 
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On aura donc finalement 


y À — d 
(29) U(abc) = ff U PES do. 


191. De cette expression, on déduit le théorème sui- 


vant : 


Une fonction harmonique et régulière dans tout do- 
maine fint, dont le module reste inférieur à un nombre 
fini M, est une constante. 


Den Enot 
ON = [fu be ne x) Fe 


l'intégration pouvant se faire sur une sphère d’un rayon R 
quelconque. Or, si on le prend infini, l'intégrale sera infi- 
niment petite. On a en effet 


UE I ) Re À 


TR Re7S 
VU (R—r)(R+<Rr +7?) — R 
LAN PT RE AR 


Or r est compris entre R — d'et R + d. Le module de la 
fonction à intégrer ne peut donc surpasser 


M SLR RCR + d) +(R+d}]+ÆR 
RCR — dy} 

Multipliant par 4rR?,on aura une limite supérieure du 
module de l'intégrale. Elle sera évidemment de l’ordre 
de Z. 

R 


Donc 
U(abc) = U(o000)— const. 
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CHAPITRE II. 


DES FONCTIONS REPRÉSENTÉES PAR DES INTÉGRALES 
DÉFINIES. 


I. — Dérivation des intégrales définies. 


192. Une intégrale définie 


ni el 


où la fonction à intégrer dépend d’un paramètre £, est elle- 
même une fonction de ce paramètre. Les limites 4, À peuvent 
d’ailleurs être constantes, ou dépendre aussi du paramètre ; 
mais ce second cas se ramène aisément au premier par un 
changement de variable. Posons en effet 


æ—a+(A—a)y; 


L'intégrale transformée sera 


JE fla+(A— a)y,t](A— a)dy, 


et aura ses limites constantes. 
On opérerait de même pour une intégrale double 
Ï = 


B À 
il dy [ f(x, y,t)dæ. 
b a 


En remplaçant d’abord x, puis y par de nouvelles varia- 
bles, on rendrait constantes successivement les limites des 
intégrales à effectuer. 
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Nous pouvons donc nous borner au cas des limites con- 
stantes. 


193. Soit 


A 
Es HUE 


l'intégrale considérée. 

Supposons qu'à toute quantité positive & on puisse faire 
correspondre un autre nombre à et une décomposition du 
champ d'intégration en deux parties D et 4 jouissant des 
propriétés suivantes : 


° Le champ D est borné et parfait ; et la fonction f reste 
continue par rapport aux deux variables x et £, tant que x 
reste contenu dans D, et 4 dans l'intervalle de t, — 0 à 45 +0. 


2° L'intégrale J dx, prise dans le champ d, a son mo- 
d 


dule moindre que & pour toutes les valeurs de 4 comprises 
entre £o — 0 et éo + Ô. 


Dans ces conditions, 1 sera une fonction de #, continue au 
point £6. 
Changeons en effet {, ent, + h; L'subira un accroissement 


Aie [re n+häz [Je lo) dx 
Le f Ze CORTE def S RU 


+ f Je, to + Ah) de [ ft 4)de 


Si|h|< 0, les deux dernières intégrales ont leur module 
moindre que €. En désignant par n le module de la différence 
des deux premières, on aura donc 


[AI n + 26. 


Or on peut choisir s aussi petit qu'on veut, puis prendre A 
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Le 


assez petit pour rendre n moindre que toute quantité donnée, 


car l’intégrale [ f(x, L) dx est continue (t. [, n° 83). 
D 


194. Si les conditions énoncées ci-dessus ne sont pas sa- 
usfaites, l'intégrale sera souvent discontinue. 
Considérons, par exemple, l'intégrale 


* sintx 
f Ar 
J x 


Si test positif, posons tx = y ; l'intégrale sera transformée 


°siny 
l 
[ y 29 


0 


en 


, = à] 
et sera égale à — (102). 


Sictest négatif, posons {x —— 7; elle se transformera en 


sin y 
3 Jr 
7 Rise 


T 
el aura pour valeur — .s 


‘nfin si € — 0, elle sera nulle. 
L'intégrale est donc discontinue au point #0: 


195. DÉRIVATION SOUS LE SIGNE [- — Nous avons vu 


e 


(1. [, n° 83) que l'intégrale 
A 
LE [ ER 


admet au point é—{, une dérivée, représentée par l’inté- 
grale 
ie 


17. 


dt, 


Cet important résultat n’a été établi qu’en supposant a et À 


» 
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| of 
finis, et TT 


dans l'intervalle de a à À, et £ dans l’intervalle de 4, — à à 


continu par rapport à æ et {, tant que æ reste 


to + 0 (d pouvant être choisi aussi petit qu’on voudra). Mais 
nous pouvons étendre la démonstration à d’autres cas. 
în effet, la dérivée de I au point {= 4, est, par définition, 


lim — cf [fCx, to + h) — f(x, to)] dx 


A=0 D 


to+h 
him if « 21 _ dt 
h—0 la 


+ 
ose of ‘of, 
= im x f af % de [| 4 


Le théorème sera donc établi toutes les fois que les trois 
transformations que nous venons de faire seront licites. 


* , 0 ; ; 
La première suppose que la fonction SL n'est discontinue, 


par rapport à £, qu’en un nombre fin de points, entre {4 et 
to + L, et que f reste continue en ces points (62). Si donc on 
peut déterminerune quantité à telleque f (x, t) soit une fonc- 
tion continue de { dans tout le rectangle (a, À,t6 —0,t5 +0), 
et que, pour chaque valeur de æ comprise entre «a et À, 


De . NV MTS À 
jouait qu'un nombre limité de discontinuités entre {9 — à 
et {o + à, cette transformation sera permise dès que || sera 
devenu moindre que à. 

Si a et À sont finis, l’interversion des deux intégrations 


sera permise aux conditions suivantes (71). 


1 Les points du rectangle ci-dessus aux environs desquels 


2 cesserait d’être continue sont situés sur un nombre limité 


d’arcs de courbe continus P,Q,, P:Q:, ... tels que le long 
de chacun d’eux x d’une part et { de l’autre soient crois- 
sants ou décroissants. 

2° L'intégrale 
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a une valeur déterminée, et si[A[Z/, son module sera <2/, 
:, tendant vers zéro avec L. 
sh L intégrale 


t+À 
1h D dt = fe, à +0) — f(a 0) 


jouit de propriétés analogues. 


Cette dernière condition sera certainement satisfaite, si, 
dans le rectangle, f est une fonction continue des deux va- 
riables æ et {; car sa continuité sera uniforme. 

Si l’une des limites a, À, par exemple À, est remplacée 
par w, on pourra encore interverür les intégrations, si cette 
opération est permise dans l'intervalle de a à un nombre 
quelconque À, et si de plus l'intégrale 


QUE ax 


est déterminée et a un module moindre que es; w(t), o(4) 

étant intégrable de {5 — à à {+0 ets, tendant uniformément 

vers zéro dans cet intervalle lorsque À tend vers « (74). 
Enfin, siles conditions précédentes sont satisfaites, l’in- 


fée 


sera continue (même si le champ est infini). La dernière 
transformation sera donc toujours permise. | 


tégrale 


196. On pourrait donner des règles analogues pour la 
dérivation des intégrales multiples ; mais elles seraient moins 
uliles, car la dérivation sous le signe d’intégration reste 
encore applicable dans bien des cas où la fonction f n’est 
pas continue. On peut conduire la discussion comme il suit. 

Considérons, par exemple, une intégrale double 


NS. 72,7 t) dx dy. 


DES FONCTIONS REPRÉSENTÉES PAR DES INTÉGRALES DÉFINIES. 193 


Décomposons le champ d'intégration, supposé d’abord 
borné, en deux parties D et d, dont la première soit mesu- 


of 


rable, et telle que = reste continue lorsque x, y décrit le 


champ D, et t l'intervalle de 4, — 3 à 49 +3. Dans le champ D, 
on pourra dériver sous le signe d’intégration ; on aura, par 
suile, 


MERE 
d: 
dto \Ÿe  dtokh AIS p dt "k 


+ lim \ ES Lo + nr | dx dy. 
d 


Faisons décroître indéfiniment à, et supposons, ce qui 
arrivera très généralement, qu'on puisse en même temps 
accroître progressivement la région D aux dépens de la ré- 
gion d, de telle sorte que l’aire de cette dernière tende vers 


Of 
dx d 
Ne OZ 


Of 
\. Te dx dy. 


Pour reconnaître si la formule est applicable, on devra 


zéro. L'intégrale 


tendra vers 


donc discuter le second terme, et s'assurer qu'il tend vers 
zéro. Si, par exemple, on peut montrer que, lorsque d'et, |A] 
sont devenus suffisamment petits, on a toujours 


Fr, rtth)— f(x, y; to) 


h AOL), 


2 désignant une fonction positive dont l'intégrale dans E soit 
finie, ce terme aura son module moindre que 


NS, 202,2) dx dy, 
{ 
expression qui tendra vers zéro avec d. 


197. Supposons enfin que E soit infini, mais que la for- 
J. — II. 13 
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mule de dérivation soit applicable à tout domaine borné con- 
tenu dans E. On décomposera de même E en deux régions D 
et d, dont la première soit bornée, et contienne tous les 
points de E dont la distance à l’origine n’est pas plus grande 
1 nombre donné R. On aura encore 


dt, = S.= NE GRR LE 54 


+ Jim ARE" dy. 
RE 


Faisons tendre R vers «. Le premier terme tendra vers 


N Lux dy. 
E 0 


et la formule sera applicable si le second terme a pour limite 
zéro, et notamment si, pour R suffisamment grand et || suf- 
fisamment petit, on a toujours 


Free Lo + h) — f(x, ne lo) 


ñ <o(x, y), 


o (x,y) admettant une intégrale finie dans E. 


198. Appricarions Diverses. — La différentiation, seule ôu 
combinée avec l’interversion des intégrations, l'intégration 
par parties et le développement en série, permet d'obtenir la 
valeur d’un grand nombre d’intégrales définies. Nous allons 
en donner quelques exemples. 


TL. Soit à calculer l'intégrale 


if ex dx. 
0 


Nous avons déjà vu (107) qu’elle a une valeur finie. 
Pour la déterminer, changeons de variable, en posant 
x —=uût, 2 étant >—0:1l viendra 


I =" DC RCTIET LS 
0 
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Muluplions par e-*, et intégrons de o à æ ; il viendra 


2 Le] [ce] 
ete e7% dax = h do f* CPC Ce AT. 
0 0 «0 


Dansle second membre, on peutintervertirles intégrations, 
car les conditions indiquées aux n° 74 et 75 sont remplies. 
En effet, considérons en premier lieu l'intégrale 


(ee) Le] 
[ CN er Ce: 
tp x B 
Soit À un nombre positif quelconque. La fonction e-%* 
admet de o à À une intégrale finie. D'autre part, le second 
facteur est dans cet intervalle au plus égal à la constante 


finie 
Le] 
[ ne D de 


20 


enfin il tend uniformément vers zéro, lorsque B tend vers w, 
dans tout intervalle partiel qui ne contient pas le point « —0, 
car si 1 est le minimum de & dans cet intervalle, ce facteur 
ne pourra surpasser la quantité 


qui est infiniment petite, et indépendante de 4. 
Considérons en second lieu l’intégrale 


Se e—4U+e) 
[ CALE dou nt 
sh Ur) 


. I 
+ fonchon 
2{1+ 6?) 


finie, et le facteur e*(U+#) est moindre que e-*, quantité 
indépendante de £ et qui tend vers zéro pour À — «. 
On aura donc 


EI de | ME) eo do 
0 0 


: de I T 
D ———— — —(arctangé) —-; 
1° (+) 2 st 7 


admet, de {— 0 à {—«, une intégrale 
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I He 
I= = À 
2 Vr 
Cette intégrale permet d’en obtenir plusieurs autres. 


199. II. Posons d’abord z — y Va, a étant une constante 


positive; 1l viendra 


ETS er Va dy == Vr, 


0 
ÉD y = EURE 
[ y = Vra ?, 


el par une série de dérivations successives par rapport à & 


d’où 


[-] 
I Æ 
2 y— ay? = 
ET OAV ENT 0 


€ ee 0 à +. 7e à + je ee e! 0 e ee 


C2] 9 n+ 1 
1.1.0. (271) 
2 — a}? —— (5 4 RD D RE ET CE CONS ER RE 2 
f'yre-may RER CRC 
0 


Car 1l est aisé de justifier que la règle de dérivation sous 
le signe | est applicable à ces intégrales, bien que le champ 
El 5 ; q ( 


soit infini. 
Posons, en effet, 


LEA 
d’où 
of tn ES AMC D 
da 
Soit 4, une valeur particulière quelconque de à ; prenons 
<< &o. Pour les valeurs de a comprises entre à — à et 


&y + d, l'intégrale 


sera déterminée ; car, pour des valeurs suffisamment grandes 
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de y, on aura 


df [2 


FN TNT TT (UT 


da |” 


ve 


2 


En outre, si l’on suppose À suffisamment grand, on aura 


er of AL dy = 1 
$ A7 
AU 


da 
quantité indépendante de a et qui tend vers zéro quand A 
croit indéfiniment. On se trouve ainsi dans les conditions 


e 


a 2 ’ , 4 « 1 à o 
indiquées au n° 195, s, étant égal à =>; et la fonction © se 


A 
réduisant à l’unité. 


200. III. Passons à l'intégrale 


K sl CON UE y. 
0 


Remplaçons cos 2 by par son développement en série 


D pe a D Cohen er 


1.2 DE Te 4e INR 5 
R, étant de la forme 


AC n +1 b 2n+2 3 # 
LR ADR ET EE 


(22 +2) 
On aura 
L ee by)? == ND 2n 
= ji EU 2 PR Pet, DHEA cu R, |e-v"dy, 
LÉ U2 RAD A TC 


ou, d’après ce qui précède, 


24 VOA 2 MS 
K= ivre CEA ES QE 


PA np: 
(—1)#)20)?* 1,3...(2n—1) one © A 
a + [4 f Ruevray 
0 


1 — —! b? tn 2\n a 
=> Vra it ++ (à) l+f Res ity 
0 
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Faisons tendre rx vers l'infini. La somme entre crochets 


b? 
tendra vers ex; et l'intégrale complémentaire vers zéro, car 


son module est moindre que 


" : ra 2 
a 27 +2 ed mm" HV db? ee 
DE Fan) RENTE | = ) 


quantité qui tend vers zéro. On aura donc 


we 


201. IV. Considérons encore l'intégrale 


On aura 


Car si a, est une valeur particulière quelconque de a, et à 
une quantité posilive quelconque moindre que &,s, on aura, 
pour toutes les valeurs de 4 comprises entre 44 + à et ay — à 


| Re ae | < [7 ee RES 
A 


quantité indépendante de a, et qui tend vers zéro pour A =. 


[#4 . . 
Posant x — ee il viendra 


l pee 
ll OR dt Oo 1 
d’où ; 
di 
T = —2d, logl —— 2a + logC, 
etenfin 
IPEMNRERELE 


C désignant une constante. 
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Pour la déterminer, faisons tendre & vers zéro ; il viendra 


9 


CEE SE 
= lim f e dr 
d==0 0 


_ il e*%* dx + lim AU Te :) CE 
0 


a=0 0 


Le premier terme est égal 4/r; le second a pour limite 
zéro. Soit, en eflet, x un nombre positif quelconque. Dé- 
composons l'intégrale en deux autres, prises respectivement 
de o à et de x à co. Dans la première, le module de la fonc- 
tion à intégrer aura pour maximum 2; dans la seconde, ilne 


a? 
pourra surpasser ne — ei). L'intégrale cherchée sera 


donc au plus égale à 


es PA a ie co 
il Don w) f etdr—ou pue #) [ Éd 
0 pL 


de 
1 Et cl en dre = Vr, 
n 0 2 


il sera moindre que 


ap+(i—e ë)1 SVT; 


et comme 


expression dont les deux termes décroîtront autant qu'on 
voudra, en donnant des valeurs suffisamment petites à p, 
puis à a. 

On aura donc finalement 


Ï _— 
— 2 
I=-Vre CA 


202. V. Soit encore à calculer l'intégrale 


I=f à Be 


200 SECONDE PARTIE, — CHAPITRE III. 


On a (199) 
se À ex da 
Væ VT 0 


1 JL f ei de DR 2 470 
Vr 0 0 


ou, en renversant les intégrations, 


œ a 
Re = f de [ er +ir dr 
VT 0 0 , 
Die 
2 ts CR es 


S / I I 
du = RENTE [ ÉÉ LE La Eat 
VTv0 VT 0 Re TS 


et par suite, 


x —e* ax +—e* 
Mais 
_ Te + 
€ = COS — LIN = = ———. 
IA 4 V2 


La première fraction simple aura donc pour intégrale in- 
définie 


TE 2 — | 
gloe| (a ei + :| + arc tang (œ 2 — 1) + const. 
2 


et la seconde 


c] 


I | 1 \? I , _ 

— -log|{a+— |) +- + d'arc tang(xW/2 +1) + const. 
2 V2 # 

La somme de ces expressions à pour partie réelle 


I 
2 


TRES 
Q 
| 
Sl- 
vi 
Ée 
+ 


qui s’annule aux deux limites 4—0, 4 —, la quantité 


sous le logarithme se réduisant à l’unité. Quant aux arc tang, 


: : . TAT TANT 
ils varieront respectivement de — - <£ et de — à ne lorsque 9 
{ 
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croîtra de o à c. La somme de leurs accroissements sera 
donc 7. 


On aura donc 


I — si=(/20 +), 


et, en séparant la partie réelle de la partie imaginaire, 


Gi) il cos x dx = jf. Re ee 


203. Nous avons effectué un renversement d’intégrations 
qu'il est nécessaire de justifier. 


Pour cela, considérons, en premier lieu, l’intégrale 


+ 20 
il eX+ûx da. 
B 


+ ; _— le © 5 
En posant «ÿ/x — 8, elle se change en 


Or soit À un nombre positif quelconque ; l'intégrale de 


eix : VE 
ee entre o et À a une valeur finie. D'autre part, l'intégrale 
T 


qui forme le second facteur ne peut surpasser la quantité fixe 
[e] I ae 
[ ef dB = = Vr. 
0 


Enfin, lorsque B tend vers æ, elle tend uniformément vers 
zéro dans tout intervalle qui ne contient pas la valeur x = o. 
En second lieu, considérons l'intégrale 


f CR DE #7 


a 
a a?— 1 


202 SECONDE PARTIE. == CHAPITRE If. 


Elle a pour module 
| 2 HA 


Var 


I se: ; 
Aer entre Oo et æ une intégrale finie. D'autre 
ah HI 


part, e #4 est constamment < 1; enfin il tend uniformément 
vers zéro, lorsque À tend vers w, dans tout intervalle qui ne 
contient pas la valeur 4 — o. 


204. Si, dans les formules (1), nous posons æ = y?,1l 
viendra 
co ? æ : ; Vr 
COS VAUVE sin y? dy = ——. 
0 0 2 V2 


Ces intégrales ont été rencontrées par fresnel dans la 
théorie de la diffraction. 


205. Si a désigne une constante positive, on a 


je I 
Î et dr — —, 
L2 0 a 


et en intégrant de a = à à a = $ (a et $ étant positifs) 


B e B 
Î da f et dx —\og =: 
œ “ 0 œ 


On peut intervertir l’ordre des intégrations ; on a, en eflet, 


ÉD er 4B 
ere Tr —= . 
B «a 


s ; I ERA ee 
Or, dans l'intervalle de à à 6, À admet une intégrale finie 


et ee" tend uniformément vers zéro lorsque B tend vers «. 
Effectuant donc l'intégration par rapport à à, il viendra 


© D—AX __ p—$x 
0 


æ (o 4 
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Cette formule permet de reconnaître si l’intécrale 
le] 


° /A erax Be—êx d 
x SE x" 2 CIE A T', 
0 

sont d 1er 6 d 
où m1, n,... sont des entiers et à, 5,... des constantes posi- 
tives, est finie et déterminée, et d’assigner sa valeur. 

En effet, intégrons d’abord entre & et æ, s étant une con- 
siante positive, que nous ferons décroître ensuite jusqu’à 
zéro. L intégralion par parties, appliquée au premier terme, 
donnera 


re] 
A era 
AT 
ù AU 


x Le A e xx 4: Ac er ax A 
vs LE UN (mn — 1) (m2) gi, 
(— I cos ÂÀ œri— 1 er ax 


ACL EnE"2 ),. Mr 


© 


dx. 


La partie intégrée, s’annulant pour x =, se réduira à 


A e 


NIUE 


Opérant de même sur chacun des autres termes et réunis- 
sant les résultats, on obtiendra : 


1° Pour la partie intégrée, unesomme de termes de la forme 
K ec ; 
EPA 
2° Pour l'intégrale restante, une expression de la forme 


(l Ase-er+ Biefr+...) 
A, 


La partie intégrée est aisément développable suivant les 
puissances entières et croissantes de €. Soit 
GC er 


n Re oi eerie CDEEN 
£A gh—1 
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ce développement, R désignant l’ensemble des termes qui 
contiennent les puissances positives de e. 
D'autre part, si nous posons, pour abréger, 


A;+B,+...—=S, 


l'intégrale restante pourra s’écrire ainsi : 


dx 


TL 


J [Se-ar + B,(e-Px— eux) +... 


= 


L'intégrale du premier terme peut se décomposer en deux 


1 Y 
. \ . Se-tr dx . 
parties, à savoir 1é Dr qui a pour valeur 
AE 
1 
Ch 
S Le pee ES SA Log €, 


€ 


L étant une quantité intermédiaire entre les valeurs ex- 
À Se-ax dr PR ES 
trêmes e % et e_% du facteur e #7; et f TT 0 QUES 
1 


demment une valeur finie que nous représenterons par SD: 
L'intégrale de chacun des autres termes, tels que 


aura également une valeur finie, qui, pour s — 0, tendra 
a 
vers B, Log=. 
La partie de l'intégrale primitive, qui tend vers «© quand 


£ tend vers zéro, sera donc la suivante : 


G; De 
LE x 1 


£gÀ gh—1 


+...—SuLoge. 


Ces termes, étant d'ordres inégaux, devront s’annuler sé- 
parément pour que l'intégrale reste finie, ce qui donnera les 
conditions 


C0, C0) ER G=0: Sa 


Si ces conditions sont satisfaites, R s’annulant d’ailleurs 
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pour & — 0, la valeur de l'intégrale se réduira à 


Co + B, Log = +... Co— A, Logo — B, Log —.... 


É 


206. Exemples. — 1° Appliquons cette formule à l’inté- 
orale 


D) 
n——-)e*+|-+-)\e*—e — * 
"x 2 Æ 2 1 


re L à I 
L'intégration par parties des termes en — permettra de 
E 


donner à cette expression la forme suivante : 


UT * 
e "te ? 1 . dx 
Re n——|)(e-t—enx) —— |. 
æ 0 - 2 Les 


Le terme tout intégré aura pour valeur 


le 

ee 27 

A 
€ ë—0 


\ 


I—NE+...—I+—-E—,.. 
2 


. I 
im = — JD + —: 
€ 2 


Quant à l'intégrale restante, elle aura pour valeur 


f 
I 
n——|)Logn. 
2 


On aura donc, pour valeur de l’intégrale totale, 


I I 
n——)Logn— n+ —. 
2 2 


2° Un calcul analogue donnera, pour la valeur de l’inté- 


© fe-X __ p—2x er?x 
D ne dx, 
0 5 6 WA 


l'expression suivante : 


grale 


1 — Log 2. 
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IT. — Intégrales eulériennes. 


907.On donne le nom d'intégraleeulérienne de deuxième 
espèce à l'intégrale 


F(n) 1 DEN C ti 
0 : 


Cette intégrale n’a de sens que si est positif ; car, si 
était négatif ou nul, la fonction à intégrer devenant infinie 
du premier ordre au moins à la limite x = 0, l'intégrale se- 
rait infinie. 

Si n est positif, l'intégrale sera, au contraire, finie et dé- 
terminée, car l’ordre d’infinitude de la fonction à intégrer 
pour æ = o est inférieur à 1 ; elle est finie dans tout le reste 
du champ ; enfin, pour + = «, elle devient plus petite qu'une 
puissance quelconque de x. 

On peut varier à volonté la forme de cette intégrale en 
changeant de variable. Posons, par exemple, + =7y?; il 
viendra 


(x) =f 2 VAL PET 
0 


Soit, en particulier, r = +; il viendra 
1. co À 
r(:) 1h 2e dy = VT. 
’ 0 


I . . 
Posons, d’autre part, æ — log=» il viendra 


208. Il est aisé de vérifier l'identité de cette fonction avec 
le produit étudié dans le Calcul différentiel (382 à 385). 


En effet, soit 1 un entier que nous ferons croître indéfi- 
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niment ; on aura, par définition, 


e n—1 
l'(2) = him [ (82) das. 
eve x 


= 0 


1 


Or on pourra, sans changer la limite de cette expression, y 
— sk) Posons, en effet, 


I 
remplacer log par a: 


d’où 
alors 
F log(i— A) 
4 L 
V'ÉSIRE h log z UE ARE Le 
| log(r— h) OeCEs /pezS 
on aura 
1\n—1 : J\2—1 
EE LA « le ou (os :) dz, 
Z 


l 
er Ve Pan 


Æ désignant une valeur intermédiaire entre le maximum et le 
RAT es), : 
minimum du facteur =————. 
log(i—h) 
Mais 2 est une quantité infiniment petite, comprise entre 


Î 
les limites 1 —e v& et o correspondant aux valeurs ex- 


z. Le facteur 


9 


trêmes e-VE et 1 de la variable 


À + h 
et) HE NI 


diffère donc infiniment peu de l'unité, de telle sorte qu’on 


aura à la limite = 1 et 


1 
lim Je ice 
= eve 


On a d’ailleurs 
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expression dont la limite est nulle. On pourra donc abaisser 
jusqu’à zéro la limite inférieure de l'intégrale, et écrire 


Dr him fa) ae: : 


“0 


Posons 3 — y# ; il viendra 
F(2) = lim p" [roy dy; 
‘0 
or l'intégration par parte donne 
[ D ue 0 
0 


1 il : : 
=|- ay] re M [ Ji — y)" dy 


0 t 0 


1 
Ar — y)" dy 


Sp.s eo © 6 » » ide © e'tale se ee moelle sgre »7e alter eo) s c/o in 


Le CHE) (Te Es n+U.—2 
_ n(n+i)...(n+m ft eu 


. ee 
_ n(n+i) PT 


On aura donc 


(u—1)(u—2)...r 


LU SANT RTE) CNRC Ni 


C'est l’équation qui définit les produits F (Calcul diffe- 
rentiel, n° 382). 


209. L'expression de la fonction F (n) par une intégrale 
définie, que nous venons d’obtenir (dans le cas où 7 est po- 
sitif), fournit un moyen commode de calculer sa valeur pour 
chaque valeur donnée de la variable. On peut d’ailleurs dé- 
montrer à nouveau, en partant de cette expression, les prin- 
cipales propriétés de la fonction. 
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Ainsi l'intégration par parties donnera immédiatement 


(nr +1) — | AReRIUT 
Fe 


2 
ter) tn ( GS EE AN QUE 
0 


et plus généralement, si Æ est un entier, 


V(n+k)=(n+k—-1)T(n+<k-i1) =... 
=(n+k—i)(n+k—o)...nT(n). 


Cette formule permet de ramener le calcul de la fonction F 
au cas où la variable ne surpasse pas l'unité. 

Posons, en particulier, n = 1 dans la formule précédente. 
En remarquant qu’on a 


be 1. 
0 


il viendra 
Fi+k)=£k! 


210. La fonction LogT(n) peut également se mettre sous 
forme d’intégrale définie. 
Prenons, en elfet, la dérivée de l’expression 


c 
Tm)= | HO rer AL; 
Tv 0 
1l viendra 


2 
L'(m) = Hier Los Ladr: 
0 


On peut, en effet, dériver sous le signe 1e car soit My une 


valeur particulière du paramètre m, et soit à une quantité 
‘suffisamment petite. Pour toutes les valeurs de m comprises 
entre 279 — 9 et mo +0, l'intégrale 


2 
f Mac Losrdr 
/B 


convergera uniformément vers zéro lorsque B tend vers + 
J. — II. 1/ 


7 


210 SECONDE PARTIE. — CHAPITRE III. 


car elle sera au plus égale à 


Le] 
1 rer Polo DE 
B 


quantité indépendante de m», et qui tend vers zéro. 


Mais on a (205) 


CS ei — e7Tz 
Log x il er re 
0 


Fe 
2 


Si donc nous posons, pour abréger, 


et es 
—1 5—xX ee 
x! e 7 NN 


A 
ES 


D'En)= / de [. fas. 
û 0 


211. On peut interverur les intégrations. Pour l’étabhr, 
nous montrerons tout d’abord qu’en désignant par À une 


nous aurons 


constante positive, on aura 


(1) f'aæf ref af jar. 


En effet, on a, d’une part, 


[re 


= nm—1 L—x y Er 
= CA EU a 


Or x"-le"% à une intégrale finie entre x — À et x —œ,elle 
second facteur est indépendant de x et tend vers zéro quand 
B croît indéfiniment. 

On a, d'autre part, d’après la série de Taylor arrêtée à son 


premier terme, 


Re Ge ne (COTE 


TXT —vze Va (ORGUE 
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d’où (x et 3 étant positifs) 


d’où 
nf die | | MARS CRU (IE CAT, 
A A 


quantité indépendante de 3, et qui tend vers zéro quand A 


tend vers c. 


212. Faisons tendre À vers zéro dans l'équation (1). Le 
, a Le) 
second membre tendra vers f ds HtmPoucelen tarte 
T0 0 


voir, 1l suffit de montrer que 


œ a À 
| 1 ds | fax 
0 A0 


Or cette intégrale est la somme des deux suivantes (tr étant 
un nombre arbitraire) : 


U À 0 À 
J as | 1 dx et [ ds [ FRA 
0 0 0 , 


7" 


tend vers zéro. 


La première a son module moindre que 


cu À PUL A+ 1 
fé ds f gi e) de = p(S + ‘ 
à . CORNE ENTER 


La seconde a son module moindre que 


co ve æ _ 
Er + eTTS 
tr ani dx 
3 
am — À nb er*z 
= ere pe is ds] (12% 
U 


Dans cette dernière dr posons x = 4 Elle devient 
43 


ne FF ym-i Fe PRE CRT 
F4 g'i+1 NU HET D 


212 SECONDE PARTIE. — CHAPITRE III. 


quantité moindre que la suivante 
de ANR CPI TENUE 
Fes CUS RTS mn ru 


L'intégrale cherchée a donc pour limite supérieure de son 


module 
‘jm jr+i + PU ae e = L'(m) 


blé en 4 ai 


m 1 nu me dar te mu" 


Or, si nous prenons u — À", n étant un nombre << m, les 
trois termes qui précèdent tendront séparément vers zéro. 

Le premier membre de l’équation (1) tendra vers la même 
limite, qui, par définition, sera l'intégrale 


| def f ds. 
210 20 


213. Notre proposition est donc démontrée, et nous 


aurons 

Le) 2 

; be ; # 
NUE — LUN ER le TE CAT) ES 
L F5 + 0 
Mais 
- œo 

1 RENE TENTE PAL PR AN 

0 | 


et, d’autre part, en posant +(1+ 3) — y, 


fl æn-le-te- x: Ar: =[" DE in Er 0) Ydy l(m) t 
à (1+ 3 ANA TA TONI TT (LEE 


Donc 
[’ PE PRE - 
(m) = T(m) le PAP PATT 


Divisons par l'(m) et intégrons de m—1à m—n; on 
aura, au premier membre, logF(2), car 


108 UT lose) 


Au second membre, on pourra encore intervertir les 
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intégrations ; on a, en effet, désignant un nombre positif 


quelconque moindre que 1 et que 2 (ma étant au contraire 


compris entre 1 et A), 


f € : I [l [+ f dz 
SEE, ee — PERTE CERN KES Ex Er ï 2 
B PEER MAIRES F ACT NE 


Al 


LE. 22 


quantité indépendante de ne el qui tend vers zéro quand B 
croit indéfiniment. 
Effectuant donc l'intégration par rapport à m, 1l viendra 


bad; :* Aie FA at 
| Æfu-nes- = D ) |: 


ra Ù 


Posant en particulier 7 —2, il viendra, en remarquant 


qué bg T (2) — sr 0, 
2. —5 z \—2 
= ds[e - | 
à 3 log(i +3) 
Multipliant par (2 — 1), et retranchant de la formule pré- 


cédente, pour se débarrasser du terme en e”7, il vient 


log l'(n) — [ Ce 1)(1+ 3)? 


0 
EE dz 
SR ERA AA RE 
log(i+s) 


4 
2) 


et, en posant log (1 +3) = x, d'où 5 — e%—1, 


log T(x2) — [ EC —1)e*— . 


0 


214. Le facteur —; qui mulüiplie e7** dans linté- 
grale précédente, étant développé en série suivant les puis- 
. . Il ll 
sances croissantes de æ, aura pour premiers termes ae 
I ; : ET UAE 
gr à ceux qui sont indé- 


L( 
— + —- 


Réunissant ces termes (£ * 
pendants de cette exponentielle, 1l viendra 


losT(n)=F(n)+w(r), 
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en posant, pour abréger, 


14 
He) = (ai ——>) es+(i+i)er]"e, 
3 I—e a 2 æ 


co 
Ne I I I x d& 
DLRNE= —— — — — — Re lt —. 
1— eTŸ æL 2 L 


40 


L'intégrale F(7) peut se calculer exactement. On a, 


en effet (206), 


On a, en second lieu, 


J I [I I I 
F(2)=ter(i)-5(:) = Sox (2). 


Enfin 


(2) fat I I .) ue 
(2) Hit parer name pe LE 
2 1— ee? SR e L 


Mais on a, d'autre part, 


[+] 
I I I dx 
DÉS mc ul DE) | pers 
; I ——6 æ 2 x 


et, en changeant x en 27, 


ee) oil I I A CRETE 
ce f CR» 
IDE Se Di 0 2 77 
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et, en retranchant, 


Retranchant cette égalité de la formule (2), il viendra (206) 


‘É4 TONNE Ter: er ?x I 
D — —  — dx = -—-]log2. 
Ft D) x? x ) 


Lg 1 


= 


ND 


On aura donc enfin 


I 
Era (n _— :) logn — n + , log2r. 
Quant à la seconde intégrale 5(n), elle tend évidemment 


vers zéro quand x augmente. On peut la développer en série 
de diverses manières. 


1): Développons, par exemple, la fonction qui multiplie 
e-#* suivant les puissances de x. 


On a 
I ] I 
i—e * Gs q 
à 4 } À 
2 ES : ; 
11 +e-* [ [1e +e I l ue ï 
= — — — = — — — — = —COt— — —- 
2 1—e * TL 2 = _— Gé a 2 TC 
e —e 


Mais on a (Calcul différentiel, 3STT) 


= 


R COR 3 — = — 22 nt n?°? 


r=! 


Lx RC L 
et, en posant 3— — et multipliant par —; 
; DIT 2T 


2 


RE I D x 
VÉNN EE NERP D E 
2 2 x x?-+ 4n?T°? 


1 
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et, par suite, 


I I | A 
1—e * %. En 


I æ? He 
PARENT 2 _2\? pe 2 215000 
hn?T* (rer) (4 AT 
æ?/1 
he 
RER (4n?èr°)"(x?+ 4 n°r? 5 


‘On a d’ailleurs (Calcul différentiel, 376) 


(se) 20 
Dr nn 
2 es mers mme 
(hr)? 32P = P. n?P 1. 20 
1 1 


Æn outre, 
co [ce] 
> | De 
2, RE © © ÿ) nr mo 
(4n?r?)"(x?+ 4n?r?) nl (4 270 
1 1 


be 


fer 


% étant compris entre o et 1. On aura donc 


Dan 


——— Fe ———— 0x", 
10 Rec 1.92%. (20P00R 


‘On en déduira 5(n), en multipliant par e-”?, et intégrant 


de o à 
Mais on a 
Le] 
“ee DE nE Aie Ali ERP .2Pp 
Er n?r+1 TES ne? 2p+1 “ 


7 a? ex dx — — 6, x?" e- nx dx — La 6, Le tes 
UE 
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ÿ, étant encore compris entre o et 1. On trouvera donc 


(n) UE: Do D (—1)}"2-1B,, l 
ENS PER EN RE D À à se te or 2 : 
ST Es PC 1 D (2m —1)2m n°" 
(— Pi M à ETS mn ô, 


216. La série que nous venons d'obtenir pour la valeur 
de m(An) serait divergente si on la prolongeait jusqu’à lPinfinr. 
Toutefois, les premiers termes décroissent rapidement pour 
peu que zx soit considérable. L'expression du reste montre 
d’ailleurs que l'erreur est moindre que le premier terme 
négligé. En s’arrêtant au moment où les termes commencent 
à croître de nouveau, on aura donc une valeur de 5(A#) dont 
le degré d’exactitude est facile à apprécier, et sera, en 
général, largement suffisant. 

Si n tend vers ©, w(n) tendra vers zéro et pourra être 


négligé. On aura donc à la limite 


et, comme on a 
E(r +1) =nT(n), 
il viendra 
I I 
log F(n +1) =F(n) +logn — C ce :) logn — n + = l0g2T. 


217. Les résultats qui précèdent permettent de calculer, 
avec une erreur relative d'autant plus faible que 7 sera plus 
grand, la valeur d’une factorielle quelconque 


F—a(a+b)...(a+ nb). 


l(e À n+i) 


On a, en eflet, 


Fab (T +)... (Sn) = ab 7, 
b ) b a 
(y) 


logF — loga + n log b + logT(S +n+i) — logT( +1). 
\ 


\ 
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Mais on obtiendra, par la méthode précédente, une valeur 


approchée de logT (5 RES; dre te 1): Le dernier logarithme se 


A LL «a . 
calculera de même, si 7 est un grand nombre; sinon, on 


devra recourir à une Table des valeurs de la fonction F. 


218. L'une des applications les plus importantes de la 
formule précédente est relative au Calcul des probabilités. 

Soient p et g —1—p les probabilités de deux événements 
contradictoires À et B. On démontre aisément que la proba- 
bilité que sur x épreuves successives l’événement B se 
présente mn fois, et l'événement À, 1 — m fois, est représentée 
par le terme en p#-"#g" du développement du binome 
(p + q}4. Ge terme T,, est donné par la formule 


— TARN FRERE Un in 
Li 12... 2... (U—m)T 1 ° 
INQTEES 1) LD — nt 
Fm+Dlu-m+0r CALE 
On en déduit 


Tin MT JR EL 


T 
Fr | nt P nm 1 q 


Ce rapport sera > 1 où 1, suivant qu’on aura 
m <(u+1)g ou > (RL +1)g. 


Le plus grand terme sera donc T,, #2 étant le plus 
grand entier contenu dans (u+1)g. Ce nombre 7, étant 
> (u+1)g—1, mais Z(u+1)g, sera de la forme ug +7, 
r étant compris entre g — 1 et q. 


219. Cela posé, cherchons à évaluer la limite vers laquelle 
tend, lorsque 1: croît indéfiniment, la somme 


S— Lise ve T, + LL ONE HPte er, 


À étant un entier fixe ou variable, mais d’un ordre de gran- 
2 


deur inférieur à celui de [LÉ 
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Considérons à cet effet la fonction 


FEU F(p +1) 
AE RENTE 


P U—n 2 qi +t 


Soient M et 72 le maximum et le minimum du rapport 
f(x ne 0) % A A CN Q 
TIC lorsque nétededainelt de —"\ à. À 1, Soit o 


l’un des entiers compris dans ce dernier intervalle. 
Dourt—=0,f|x)serédquira à Tuto etdeZz=pàax—=p+1, 
f(x) sera compris entre MT,,, et mT,,,; on aura donc 


P+I 
MT, > J{z)dz > mTis. 
p 
Posant 5 = —),...,À—7+1 et ajoutant les résultats, il 
vient 
À 
MST) me, 
— À 
d’où 


I 


’ = I 
k étant compris entre — et =: 
m M 


Or on a 


log f(x) = logF(u-H1)—logT(n+x+i)—logF(u—n—x+1) 
+(u—n—x)logp+(n+x)loga, 


ou, d'après la formule d’approximation trouvée plus haut, 
log f(x) — (eu 2. :) logu — p + = logar 
—— (a+æ+ ï) log(n+x)+n+x— = log2r 
= (u— HR RCE :) log(u—n—x)+u—n—x 


log2r+(n—n—x)logp+(n+zx)logg +R, 


le reste R étant infiniment peut. 
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Maison a n —uq +7, d'où l’on déduit 
U—n=pp—Tr, 


log(n+æx)—=log(puq+r+x) 


110$ + log HR 
— 10649 S\I Uq 
a A Re à , 


log(u—n—x)—log(up—r—x) 


T+r 
— log p + log(1— ) 


ler” 
T+T 6 ca AL Le À 
— logp. + logp — RATE PRIT + R7, 


les restes R’ et R" étant des infiniment petits d'ordre supé- 
rieur au premier (11 étant considéré comme infini du premier 
ordre), car æ varie entre — À et + À — 1, qui sont d'ordre 
inférieur à <. 

Substituant ces valeurs dans l’expression de log f(x), 
réduisant et négligeant les termes infiniment petits, il 


viendra 
1 l 
log f(x) —=—-logn — los p — s losq 
qe 7 22 
— —l0g27 — (+2) — ; 
| 2 2 P q Fr 
d'où 
17701 TD 22 
(D) en Se re etes e ?r4U, 
V2Tpqt V2TpqL. 
On en déduit 
f(x +0) Her 
Ce) ; 


S1 0 varie de o à 1 et x de —X à À — 1, ce rapport restera 
compris entre 


SA 1 2À—1 
M — e?Prqt et 4 rl Vo er 


S1 4 tend vers æ, ces deux quantités tendront vers l’unité. 
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Nous aurons donc 
lim £ — 1 


et 
À x? 


1. ; 
JimS = lim [ tn) dr=slim —— | EC ETT 
IE V2Tpq px 
220. Posons, pour simplifier, 


Em À V2pqtb 
L'intégrale 


[res 


deviendra 


\ s 


À À 
1 fY?P4b À v2p4 be 
He Ne PA 2e 2 f ETUUAE, 
VrJie x VF 
v2P4 be 


Si À croit moins rapidement que Vu, celte intégrale aura 
pour limite zéro, le champ d'intégration décroissant indéfi- 


ET. LAS et NE 
niment, Si — tend vers une limite finie, l'intégrale aura une 
ve 


: ie à ee. 
valeur variable avec cette limite. Enfin, si — tend vers «, 
(4 


l’intégrale tendra vers 


n 00 
= rate AE eh 
ZJ 


Donc si le nombre x des épreuves croît indéfiniment, la 
probabilité que le rapport du nombre des événements B au 


nombre des événements À reste compris entre les deux 
JET À 1 
a et Kroe D Re) ee RE PRE 
M—n+À p—n—}k+i 
À croît plus vite que Vu. Or les deux limites ci-dessus 


limites tendra vers la certitude, si 


tendent évidemment toutes deux vers Z. Donc le rapport du 
nombre des événements B à celui des événements A tendra 


vers la même limite. 
Cet important résultat est connu sous le nom de théorème 


de Bernoulli. 
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291. Produit de deux fonctions FT. — On a 


T(P2)E(9) = f DLEPEE ee. | 2 yMr le CR 
0 


à [ A 2 M ANA EC 


el, en posant TZ — 0 COS®, y —£sImp®, 


F(7 n=[ ue 4 cos?2=1 6 Sin*21 @ p?P4297 1 6 PR T0 


… 2 cos?! @sin#f"o dy. LE Es gl e— P* do 
0 
=.B(p, 9) APE 


en posant, pour abréger 


CE 


B(p,9) =) 2 cos?P—1o sin? 10 do. 
ENT 


L L2 ï 
Soit en particulier p 7 +. On aura 


de 
BÉDATIE 1 2 'ApEr, 
T(p+q)=1 
et, par suite, 
I 2 
«(= 
2 
formule déjà obtenue (207). 
Posons plus généralement g = 1 —p; il viendra (Calcul 
différentiel, 384) 


: L re 
BCP I— D) = HA 8h 


T 


SINPT 


222. L'intégrale B(p,q), que nous venons de ramener 
aux fonctions F, porte le nom d’intégrale eulérienne de 
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première espèce. Elle est susceptible de plusieurs autres 
formes. 
Posons, par exemple, 


cos 01, d'où — 2 sing cosy do — dx; 


il viendra 


1 
B(p, Dil DT TE 1) Ti CD: 
0 


Posons encore 


; I dy 
FER d’où 1] — © — , He NET 
ETS 4 NS À (ee) 
1l viendra 
QE HN 47 


223. Considérons l'intégrale multiple 


= f { fr(E) + (G)+ où cp y1 "1 dx dy dé 


prise pour tous les systèmes de valeurs posiuives des variables 
qui satisfont à l’inégalité 


Posons 
== OT j 
Pied Li TD Qr = yr: 
L'intégrale deviendra 


al b1c" 


a Hat si)et y 0701; dy, dz; 


et devra être étendue à tous les systèmes de valeurs positives 
des variables qui satisfont à la relation 


HET IE Gael: 


24 SECONDE PARTIE. — CHAPITRE II. 


Posons maintenant 


Y— Yi+ = Ën; 
7 ci. 
On en déduit 
Ti Er 
Vis C ); 
F1 == 606 
EL 
TU O ME O 
adX d\Y d2 = da; dy, ds, = ln «Evo "| dédn dé = 


a 
NÉ MRET 


Enfin £, n, € varieront de o à 1. 
Subsutuant les nouvelles variables à la place de x,,ÿ1, 31, 
l'intégrale précédente deviendra 


P 4 
: pl “a mer SE) Etant (1) 
ay 


<< fo ei] _ CT LCR dé dn dë. 


Les variables étant complètement séparées, cette intégrale 
sera le produit des trois suivantes : 


fre Aie MAÉ d£, 


l(p)T(gtn) 


ET NC (TS met tir iUrte — #2 = 
je ( 1) an (gi + T1 Pi) TP, Een 


SAR 
Ter — T(g)E (71) 
— CA tot d Dir, SR 

Î (3 Ss C (r; qi) TZ re 


On aura donc 


Pb" F(p,)L(g)T(r DE TE Pr 
RER : VE ET ETAT 
a") T(pi+ qgi+ri) JG 


ÉAREr ee Jr )r Ê CG) re at 


+" 
Te ) dé, 
1 TONER 
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et l'intégrale multiple sera ainsi réduite à une intégrale 


simple. 


22%. Supposons, en particulier, que la fonction f se 
réduise à une constante K. L'intégrale simple scra égale à 


ro et Ï sera complètement calculé en fonction des 


CAEN 
mn BB". 3 


transcendantes F. 

Cette formule a de nombreuses applications au calcul des 
volumes, centres de gravité, moments d'inertie. Cherchons, 
par exemple, le moment d'inertie d’un ellipsoïde 


Æ? 3 


homogène et de densité 1, par rapport à l’axe des 3. L’in- 
5 ) PP 
tégrale à calculer sera la suivante 


ff fer+ rdc dr ds. 


On en aura le huitième en se bornant aux valeurs positives 
des coordonnées. 

Le premier terme de cette intégrale s'obtient en posant, 
dans la formule précédente, 


K== 0 


Il aura pour valeur 


ete G)r()r(G) 


HR DÉT FRE Pere) FR 


(ee) 


J 
2, 


DIC 


Calculant de même le second terme, ajoutant et multipliant 
par 8, 1l viendra, pour le moment d'inertie cherché, 


( 
ë (a+ b'\rabc. 


———S+ -— 


2926 SECONDE PARTIE. — CHAPITRE IV. 


RE RS RL EEE 


CHAPITRE IV. 


POTENTIELS NEWTONIENS. 


I. — Étude analytique des potentiels. 


295. On désigne sous le nom de potentiels newtoniens les 
intégrales suivantes : 


° Potentiel de volume : c’est l'intégrale triple 


nee “ap, 
K r 


>° Potentiel de simple couche : c’est l'intégrale double 


Q étant une surface, les coordonnées de ses points”étant sup- 
posés exprimés au moyen de paramètres w, ?; 


3° Potentiel de double couche : c’est l'intégrale 


VOTE 
MP p.(u, ue NE Rex = do, 
” 


où À désigne la normale positive ; 7° est la distance de lPélé- 
ment à un point fixe (abc). Le champ des intégrales est sup- 
posé fini. La fonction x, densité de l'élément, est supposée 
développable en tout point du champ par la série de Taylor. 
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Ces potentiels sont des fonctions de (a, b, c) que nous 
allons étudier. 


226. En dehors du champ d’intégration, ce sont des inté- 
grales ordinaires, qu'on peut dériver indéfiniment par la règle 
de Leibnitz. 

Elles sont régulières à l’infini. Soient en effet R, o les 
distances à l’origine du point (abc) et du point variable 
(æ,Y,3);r sera compris entre R—bp et R +0 et, a fortiori, 
entre R— det R + d, d désignant le maximum de 9 dans le 

<> 
R 
On a d’ailleurs 


champ ; donc — tendra vers l'unité pour R = «. 


r=W{x— ap + (y—b} + (sc), 


0 = = 
a _æ—a 
DNS gaine: avt cer à SE 
"es LE 
OPEN J gl a) 
da? OX? —  rà 1 ù ie 


Z — 4, Y — bd, 3 — cc étant au plus égaux à 7 en valeur ab- 
I 
R 


QE I F3 = FA 
mières de l’ordre de n° Ses dérivées secondes de l’ordre de 


. [I [2 e LA 
solue, on voit que = est de l’ordre de —; ses dérivées pre- 


as etc. 
Les intégrales obtenues en multipliant ces expressions par 
une fonction finie 4 et intégrant dans un champ fini Jouiront 
évidemment des mêmes propriétés. 

Ce sont des fonctions harmoniques. Désignons, en effet, 


pour abréger, par V l’opération 


CU CPL 
da? db? dc? 
On a évidemment 
I 
V—_— 9 
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el, par suile, 


{ESF [avide 
CREEK : K 4 


227. Lorsque (abc) est dans le champ d'intégration, le: 
potentiels existent encore d’après les n°95 et 95; car la 


fonction à intégrer ne devient infinie que du premier ordre 
COS 77 


pour .r — 0. En effet, est fini. [ On doit toutefois remar- 


quer que, pour les potentiels de surface, la démonstration 
du n° 95 suppose que le point (abc) est un point ordinaire 


de Q, non situé sur sa frontière. |] 


228. Pour étudier les propriétés des potentiels lorsque (abc) 
est dans le champ d'intégration, nous nous appuierons sur 
un théorème de Cauchy relatif à l'existence des intégrales 
des équations aux dérivées partielles. Nous le démontrerons 
en son lieu. Dans le cas qui nous occupe, il peut se formuler 


ainsi : 
Soit 
Gi) 9? V , OV 2?V 
I = =F(x, y, sr, —— 
une équation aux dérivées partielles du second ordre résolue 
02V | 


par rapport à — Soient, d'autre part, 
Ja, x), Jia), 


deux fonctions de x, y. Si chacune des foncuons F, f, fi est 
une série de puissances entières des quantités qui y figurent, 
on pourra déterminer une série V de puissances entières de 
2, J, 3 salsfaisant à l'équation (1) ct telle que, pour 3 = 0, 


on ait 


: : OV 
(2) V=/(R IN = A 
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On formera aisément cette fonction en calculant ses déri- 


vées successives pour æ = y — 3 — 0 et en appliquant la 
formule de Maclaurin. 

Or les équations (2) et leurs dérivées successives font 
connaître toutes celles des dérivées cherchées où ne figure 
qu'une dérivation au plus par rapport à 3. L’équation (1) et 
ses dérivées successives feront connaître les autres par récur- 
rence. 

La série de Maclaurin ainsi formée sera une fonction régu- 
lière dans l'intérieur de son cerele de convergence. Mais il 
resterait à prouver que le rayon de ce cercle n’est pas nul. 


Nous l’admettrons provisoirement. 


Remarque. — Le théorème subsisterait si le coefficient de 


03°? 


de puissances S(x, y, 3) commençant par un terme constant; 
car l'inverse de S étant une série de même nature, il suflirait 
de diviser lPéquation par S pour être ramené au cas précé- 
dent. 

Comme cas particulier de ce théorème, nous aurons la pro- 


dans l’équation (1), au lieu d’être égal à 1, était une série 


posilion suivante : 
L’équation 
AN PET, 3) 
admet aux environs de l’origine une solution régulière telle 
que pour 3 — 0, on ait 
ONF 


Nr 
“ 03 


O. 


Nous allons généraliser ce résultat. 


299. Soit O un point ordinaire d’une surface Q. Prenons- 
le pour origine, l'axe des 3 étant dirigé suivant la normale. 
La surface étant donnée sous la forme paramétrique 


Æ—Q(u, 6), J = vu, p), 3 — q(u, P) 


on peut admettre que les paramètres aient été choisis de telle 
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sorte qu'ils s’annulent à l’origine. Les équations de la surface 
seront alors 


z—=au+bv +. y —a'u ble... 5 at PONS 


Le plan tangent sera 


NT D 
N'OT R n LEe 
Z a” bp? 


Mais 1l se confond avec le plan des xy ; d’où 
deb i-108 ab'— ba'Z 0. 


On pourrait au besoin prendre pour nouveaux paramètres 
au + be, a'u + b'e. Par cette simplification, les équations 
de la surface deviennent 


CIO = HAS, MMS EE Z— QUE EAU 


Cela posé, nous allons démontrer la proposition suivante : 


930. Llexiste une solution de l'équation 
(4) AVE F0 02) 


développable en série de Maclaurin aux ensirons de 
l’origine, et telle qu'on ait sur Q, 

; OV 
(5) NÉ CHER ee po). 


Un point M de l’espace, voisin du point O, peut être 


Hg. 17. 


déterminé (fig. 22) par sa distance rx — MP à la surface 
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et les coordonnées w, du point P. On aura, en effet, 


ME +nCosnT, Y=N+AnCOsNnY, 3—=C+ncosnsz, 


£, n, { étant les coordonnées cartésiennes de P. Or Ë,n, & 
sont donnés par les formules (5), et les cosinus par les for- 


mules 
A 


rl Er, 
VA + + C 
où À, B, C désignent les déterminants 


… dy dzs ds dÿ 


nel nee Ve cm ee) | . 


du dv du dv 


COST == 


CCR 


Î —— 


Ce sont des séries de puissances de w, », dont une seule C 
contient un terme constant, égal à 1; donc cosnx, cosnYy, 
cosnz seront des séries analogues, et seul cosnz contiendra 
un lerme constant, égal à 1. 

Les coordonnées du point M seront donc 


+ termes en «, v, » de degré > r. 


— 
» 
Le 
se 


On en déduit réciproquement 


l'A 0h) 
M 0 leimesconr y, zde degré, 1. 


7è 


æ 
= 


Cela posé, transformons l’équation (4) en prenant u,e,n 
pour nouvelles variables. On aura 


OV dV on AV du OV dv 
Ho Roi 0e or 


DANMREUN (SE) 


ox? On? \ dx 


L’équation transformée sera donc linéaire par rapport aux 
dérivées premières et secondes de V. Les coefficients seront 
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des séries de puissances; en particulier celui de 


on \? on AT 
(a DUT NN 
on 


commencera par un terme constant 1, provenant de es. 


<s 


2 
on? 
Savoir 


Donc l'équation admettra bien une solution régulière salis- 
faisant aux relations Cor 


231. Ces préliminaires posés, abordons l’étude des po- 
tentiels. 


Potentiel de volume. — Soit O un point intérieur au 
champ K. Entourons-le d’une sphère £ intérieure à K, dont w 
désigne la surface. Soient V une fonction quelconque régu- 
lière dans Æ; (abc) un point intérieur à Æ. La formule (24) 
du n° 185 donnera, en y changeant U, K, Q en V, #, w, 


I 
Oe 
ff fEava= ff Vi: a do — 4 0e 
k « . 


Si la sphère Æ est assez petite (tout en restant finie), on 
pourra choisir la fonction V de telle sorte qu'elle satisfasse à 
lPéquation 


AV = ur) 


Substituant cette valeur de AV et ajoutant aux deux mem- 


[fl Ê dr, 
: ; e! K= 7x 7 
il viendra 


OA 
IS Ne 


bres l’intégrale 
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U= ff fËa 
LA Le K r 


est done la somme algébrique de trois potentiels, de vo- 
lume, de simple couche et de double couche et d’un terme 


Le potentiel 


tout intégré. 

Le point (abc) n'étant plus dans le champ des nouveaux 
potentiels, chacun de ces quatre termes pourra être dérivé 
autant de fois qu’on voudra. 

Donc V est révulier à l’intérieur du champ; mais il 
n'est plus harmonique ; ear si l’on effectue l’opération V sur 
l'égalité précédente, elle donnera un résultat nul sur les 
4ru (a, b,c) sur 


trois potentiels du second membre et 
le dernier terme. D'où cette importante formule, due à 


Poïsson, 


(6) VU = — {ru. 
Pour un point extérieur, on avait la formule de Laplace 
(7) VUE 0. 


232 Soit enfin O, un point situé non plus à l’intérieur de 
K, mais sur sa frontière Q. Traçons la sphère Æ comme tout à 
heure ; Q la partagera (/£g. 23) en deux régions À’ et & —#"; 


elle partagera de même w en deux régions w' et © —w”. 
Réciproquement, w partagera Q en deux régions Q' et 
SEX 2 
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Soient encore V une fonction régulière dans Æ; (abc) un 
point intérieur à #. Appliquons les formules des n° 184 
à 186 à la fonction V pour le domaine k'. Il viendra 


l 


= | 
JL sav ff RS Me do + R(a, b, c), 
Dé PA CRT 


R(a,b,c) étant égal à zéro si (abc) est extérieur à #', à 
— Ar V(a,b,c) si (abc) est intérieur, à —27V(a,b,c)si 
(abc) est sur Q”. 

Si k est assez petit, on pourra choisir V de telle sorte qu'on 


ait dans son intérieur 


NES 
et sur Q/ 
: OV 
V0: me 


OV, ; UN UN : | 
7 étant égal et contraire à 5 Sera nul également, de sorte 


que l'intégrale de surface sera nulle sur Q’. 
Substituant la valeur de AV et ajoutant aux deux membres 


I 
— H dv, 
US / 


fi Se 
KL 
= [fac +rta. b; €) 


U—=I+R, 


l'intégrale 


il viendra 


ue ff fee 


ou 


Ï désignant la somme des trois potentiels. 
On peut admettre qu'on ait pris pour origine le point O et 


pour axe des 3 la normale extérieure n ; choisissant les coor- 
OV 
on 
s’annulant identiquement pour #7 — 0, le développement de 


données curvilignes uw, #, n comme au n° 230, V et 
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V sera de la forme 
V=n(c+cu+ C0 +...), 
ou, en remplaçant &w, 6, n par leurs valeurs en +, y, £, 


V — cz? + termes de degré >> 2. 


Donc V s’annulera à l’origine, ainsi que ses dérivées pre- 


3 


A 


mières et secondes, sauf 


03? 


On a d’ailleurs 


PNR LE EV 


— / ’ A) 
orage gen tn) 


el, en faisant = Y—Z—O, 


x, représentant la valeur de & à l’origine. 


Soit donc / une direction quelconque, de cosinus direc- 
teurs cosz, cosË, cosy. On aura 


OV _ OV OV CN bel 
FN Us na cosB + Da 087 
ANA OV D, DEN DANS 
de cos Aer NEC +... + = cos? y, 


eten particulier à l’origine 


OV AV L 
= on Te )= Ho C0S?7. 


/ 


Soient donc p et 4 deux points infiniment voisins de l’ori- 
gine et situés respectivement dans les régions 4 —#", k". 
On aura au point p 


DT He Le ue  — 


et à la limite 


PTE 2 
HAE lin Se = (97) lim Sr = ($ :) 
p=0 ol 0 (9 À 0 
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Au point, on a 


OUR 
= | — / RE ES EE tte À CRE — /. 
CT LT V, dl APT AT dl”? PIE = PIE 4T dl? 


et à la limite 


+ QU / O1 
NUTE=SrS im = (5). 


qg=90 
li at — AT, COS’) 
ane eV Ron 


\ 


On voit par là que U et ses dérivées premières restent 
continues, lorsqu'on traverse la surface Q. Mais la dérivée 


2 


2U : è 
seconde T7 S'accroil brusquement de A ru, cos?y, lor's- 
qu'on passe de l’intérieur de K à l'extérieur. 


2 


En particulier, la dérivée normale sets s’accroîtra de 


À To: 


2933. Cherchons la valeur de U et de ses dérivées au 
point O lui-même. 
On a, en ce point, 


ar Ve, 
mais V, étant nul, on peut écrire aussi bien 
BEA Le ou CT AT Vos 


Supposons que la ligne de direction /, issue du point O, 
fasse un angle aigu y avec la normale extérieure Oz. Elle 
sera située tout entière dans la région où U=T. On aura 


Ge Gi (=) 
DL Se TL (T7 = 0E ); 


Soit À la direction opposée à /. La ligne OX est située tout 
enlière dans la région où U =1—47V. On aura donc 


(5) ol ALIM ER OI 
NP UTr AO Où /, = nie 


0 
une VV 2 OV NES 
a), Gr), ee moe 


donc 
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On déduit de là 
ue 
(5 ie TA 
Vel == ne) — ATH COS y. 
do? 0 Le 0 


234. Potentiel de simple couche. — Soit 


U= ff ds 
oi 


un semblable potentiel et faisons la même construction qu'a u 


me 14 
Fig. 24 


n° 232 (fig. 24), (abe) désignant un point intérieur à Æ. 
Nous aurons la même égalité 


+ a 0 — 
Ê Fa RC Lo 
(8) JS rave = | Je V ET TS do 


+ R(a, bc). 


Déterminons ici la fonction V par les conditions 


NNE="0 
et 
NE 9 CARE sur {, 
on 
En remarquant que 
UV T'ON 
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la relation précédente se réduira à 


or 1 OV ; J. 
fall V— — - — ds+ [ f Ê do + R(a, b, c) 
ne d» md HAN RUTE 


ou en ajoutant de part et d'autre 


sh L. da 
2 
Got) 


I 

0 — 
ane ae RON Ê À 
Hs n = | er Pr ds + U+R(a«, b, c), 


et enfin 


U=dI = R(a;0 ce), 


Ï étant une somme algébrique de potentiels pris dans des 
champs qui ne contiennent plus le point (abc); et R(a, b, c) 
étant égal à zéro, à —4rV(a, b, c) ou à — 27 V(a, b, c) sui- 
vant que (abc) est extérieur à #’, intérieur à Æ!, ou situé 
sur Q/. 


D'ailleurs V s’annulant identiquement pour n7 —o, et 


oV\ , 
(5), étant égal à 1, le développement de V sera de la 


forme 
V=n(po+...) 


ou, en remplaçant n, u, 6 par leurs valeurs en x, y, 3, 


Vs s.). 
Donc ; 


N'ES (Se) — 0 ee —9 OV Le 
k É O0. 0 EEE Die 0z "ot 


Or, l'étant une direction définie par les cosinus directeurs 
cosz, cos$, cosy, on a généralement 


ER OV OV OV 
re D °052 + SRE 44 De C7 
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Donc, à l’origine, 


Soient p, g deux points infiniment voisins de l’origine et 
situés respectivement dans les régions # — £’ et À. On aura 
au point p 


et, à la limite, 


AE JUS POI 
D 7er 


Au point g, on a 


OU OI OV 
| ses L, V Rs re me 
D dis. ol He 
et, à la limite, 
OÙ OI 
J — EE L S 
nue 1, MÉETR un = (7), +4rve cosy. 


Si donc on traverse la surface au point O, U restera con- 


> : TN M 
Unu, mais sa dérivée — 


ai croîtra brusquement de 47u cos. 


235. Cherchons les valeurs de U et de ses dérivées au 
point O lui-même. 
On a, en ce point, 


ER = 1, + 2TN 0° 
Mais Vs étant nul, on peut écrire aussi 
Vol PP PE et 


Si l’angle + est aigu, la ligne OZ sera comprise en totalité 
dans une région où U = 1; on aura donc 


Et 
nl HP 


Soit OÀ la direction opposée. La ligne OX étant située 
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tout entière dans une région où U =1I+ 47 V, on aura 


JUN MON AE 
Dh JE COR ON ANT 


= ë — À ( ue D), COS* 
= ro), (7), 000 


OU 20) PRET: 
POP ee 


En particulier, si ÿ—o, on aura, entre les dérivées 


Donc 


prises suivant les deux directions 7 et y de la normale, la 
relation symétrique 


ei Le 
SSS ne Sr ATH: 


236. Potentiel de double couche. — On fera encore la 
même construction; mais on déterminera V par les relations 


AVI 0 
OV 
ne ALENE *Q/ 
Vu LU LA 
à l 
La formule (8) deviendra, en: y remplacant — 2 per 
J 
y 
Por. on” 
Te LU — a+ [É\- À A ds +R(abc). 
ven l'UE 


Ajoutant aux deux membres l'intégrale 


; I 
U Hs 
Q 
à 
TON 
UE ff us ar mes AE VS Fais I ) de (ab) 


—]J+R(a, b, c). 


il viendra 
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On aura au point p 


BEA | 
et, si p tend vers l’origine, 
ONU E md PS 
, p=0 
Au point q 
(ES TRAN AT 


et 
lim U == 1, — (PTE RE I, — To. 
q =0 
Au point O lui-même 
ne I, — TN 0 — I, — 2T/0. 
Le potentiel U présente ainsi à la traversée de la surface 
une double discontinuité. Il n’existe donc pas de dérivées au 


point O. 
: HAE 
Remarquons toutefois que, 7 étant nul sur la surface, on 
aura 
Lim PL lim CAC ol 
OL. (ons 
Il. — Applications physiques. 
237. Gravirarion. — ypothèse. — Deux points maté- 


riels (xyz), (abc) de masses m, m/', situés à la distance r l’un 


de l’autre, exercent l’un sur l’autre une attraction dirigée sui- 
fmm' 
r? 


vant la droite qui les joint, et d'intensité » / étant une 
constante posilive. 
; : Ra I s 
Supposons, pour simplifier l'écriture, m'=— FF L’attractuion 


sur (abc) sera le vecteur 


et ses composantes seront 
m(x— 4) m(y—d) m(z—c) 
PE LEGS RC SR he Mr M 
13 13 Tr 


JE ALE 16 
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Soient K un corps continu, de un de ses éléments de vo- 
lume, de coordonnées x, y, z et de densité u(x,y,z). Le 
vecteur, attraction de K sur (abc), aura pour composantes 


Ne = SE, 7 = fi Ed, 


Si (abc) est extérieur à K, ce sont là des intégrales ordi- 
naires,.et l’on aura 


U désignant le potentiel de volume, 
= dE 
> 7 


238. On sait que ces intégrales restent déterminées si 
(abc) fait partie de K. Dans ce cas encore, X, Ÿ, Z seront 
les dérivées de U. Dans l'ignorance où nous sommes si la 
règle de Leibnitz est applicable ici, nous l’établirons comme 
il suit. 

Soit Æ une région infiniment petite contenant (abc) à son 
intérieur. On aura 


mp L do. 
RTE Ni 


K — x 


77 ,’ OV 
Cherchons la dérivée ri 


Le premier terme a pour dérivée 


(x —a) 


3 dy, 


K—X 


qui tend vers X par définition. 
La dérivée du second terme est la limite pour À = 0 de 


l'intégrale 
b (Fr 4 S r—r! LEA 
S h 5) FAN 
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r' étant ce que devient r par le changement de & en a + h. 


r—r 


Or r, r, L étant les trois côtés d’un triangle, _— 21 


D'autre part 
I e I I 
— <= +: 
rr! r? RE 


Le module de l’intéerale est donc moindre que 


expression dont les deux termes sont infiniment petits. 


239. Cherchons l’expression du flux du vecteur (X, Y,Z) 
à travers une surface fermée Q. Le flux de sortie est égal 
(Ostrogradsky) à l'intégrale de la divergence 
OX JY 0Z 


dans le volume I intérieur à Q. Mais VU est nul pour tout 


\ 


élément de L'extérieur à K et égal à — {ru pour tout élément 


A 


de la région L commune à [ et à K. Le flux sera donc égal à 


ee ed le 


L 


TX désignant la somme des masses attirantes contenues 
dans ]. 


Ce résultat est dû à Gauss. 


240. Taéorime. — St la distance du corps attirant au 
point (abc) est grande par rapport aux dimensions du 
corps, le potentiel et, par suite, l'attraction seront sen- 
siblement les mémes que si toutes les masses attirantes 
étaient concentrées en leur centre de gravité. 

Prenons, pour plus de simplicité, ce centre de gravité O 
pour origine, et soient R, o ses distances aux points (abc), 
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(æy3) (fig. 25). Développons l'expression 


CES 


= —(R°—2Rp cosy + p°) 


] 


. . . Le) , . 
suivant les puissances croissantes de +; 1l viendra 


PET: p cosy HUE CN LT 2 
me (+ 7 +..)=r (= TT TRE +...) 


Multiphions par dv et intégrons. L'intégrale fude repré- 


Fig 23 


abc 


sentant la masse totale M et les intégrales | uædv, f uy dv, 
Kk 4 K 


fusde étant nulles par la définition du centre de gravité, 


© K 
on aura COMME résultat 
M 


ET. 


R 


’ = LA ’ d? . , » 
les termes négligés étant de l’ordre de FT d désigne le 


à 2 


maximum de p. 


241. Potentiel d’une sphère, — Cherchons à déterminer 
le potentiel d’une sphère creuse homogène, de densité uw, par 
rapport à un point p — (abc). 

Soient po, p, les rayons des sphères concentriques qui 
limitent le corps attirant, Il est clair que le potentiel cherché 
Une doit dépendre que de la distance R — a? + b?+ c? 
du point attiré au centre, 


CE 
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Soient U’, U” les dérivées de U par rapport à R; on aura 


OU _pya OU Pa (bb 1% 
da R’ da? late R R3” à 
] [4 a+ ile c° 4 U er [ here D C° T/! 2U 
as Ê R? R È R3 b R 


Si p n'appartient pas au corps atlirant, cette expression 
doit être nulle. On aura donc 


[NE 


Tu À 


2 — 
RE —° 
et en intégrant 

log U'+ 2 logR = const. 


He 
Len CS 


C et C/ étant des constantes qui restent à déterminer. Deux 
cas sont à distinguer 1C1 : 


° p est dans la cavité : en le supposant au centre, on 


Pa 
Eh Le af fee a do de _ AUTRE 


C0; C'— amp (pi — pi). 


aura 


k 


& w 


Donc 


Ee potentiel est donc constant dans la cavité, et l’attrac- 
tion est nulle. 
En vertu de la continuité du potentiel, cette formule sera 
encore valable si p est à la surface de la sphère intérieure. 
2° Pp est dans la région extérieure aux sphères. Suppo- 
sons-le à l’infini. On sait que, dans ce cas, U est infiniment 
petit et doit avoir u KR Pour valeur principale ; donc C—— M, 


Cl 0, et l’on a tent 
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Le potentiel (et par suite l'attraction) sont donc les 
mémes que st toute la masse attirante était réunie au 
centre. 

Cette formule s’appliquerait encore si 9 était situé sur la 
sphère extérieure. 

Reste à considérer le cas où R étant compris entre ps et 04, 
p ferait partie de la masse attirante. Traçons dans ce cas une 
sphère de rayon R ; elle partage la couche sphérique en deux 
autres, dont les potentiels peuvent être calculés séparément 
par les formules précédentes. 


Le potentiel d’une sphère pleine s’obtiendrait en posant 
00: 


242. En général, si la densité à du corps attirant est 
constante, les composantes X, Ÿ, Z de l’attraction pourront 
être ramenées, et cela de plusieurs manières, à des intégrales 
doubles. 

Soient en eflet 7x, ny, nz, nr les angles de la normale 
extérieure 7 avec les axes et avec le rayon vecteur r issu du 


point aturé; ræ, ry, rz les angles de ce rayon vecteur avec 
les axes. 


On a d’une part 


) 


I 
el Tor dns D 
Ms nntte. 


et par suite (153) 


X=— p ff Ed, 
CA ENG) 


D'autre part 


car cos/x ne dépend que de la direction de 7° et non de sa 
grandeur. On aura donc, en posant P—7rcosrx dans les 
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formules des n°° 154 à 156, 


COST TCOSAnT 
o 1 


243. Attraction d’un ellipsoide homogène. — Appl- 


quons ces résultats à la recherche de l'attraction d’un ellip- 
soïde homogène | 


de densité 1. 
Son équation peut être remplacée par le système suivant 
Lie DICOS NS 
y =B sinp cosg, 
3— y Sinp sing, 


où p variera de o à r et g de o à 2r. 


On a 
0% = dsil Eco 
op FE P; 0q — O, 
dy Le 0Y fn : ; 
De — COS C0s7, D EU sing, 
)z c 03 ’ 
DE 7 COS D-SiN.gi Le 0") si D COS. 


L'élément d’aire ds aura pour projections 
P pro] 


A0 VE0r M 0yI dE 
da cosnx— (2 SUR Se) dp dq 
— Bysinp cosp dp dq 


— «By sin p dp dq = 
ds cosny = a$y sin p dp dq LE 


da COS nz.— aBy sin p dp dq n 


On aura donc (242) 


X — "By sinp cos p dp dq 
Di f Fprrnncnr ses 


248 SECONDE PARTIE. — CHAPITRE IV. 


d’où, en posant 
X 
SE eo 
x y 


— ff PPT sinp ee dp dq. 


Cherchons comment varie &, lorsque «, f, y varient de 
telle sorte que les différences 82— 4?—0,y?—4?—ûù, de- 


(1) 


meurent constantes. 
En vertu de ces relations, une seule de ces variables, x, 
par exemple, sera indépendante; et l’on aura 


«da Bd8 —}d8, 


OT ARS Æ 
da - Trent 
dy dy dB 


Ôx 0Y Ô0z 
ÉESE Gi) RENTE Gp ÉcrRem En 1 
Dico 1 


æ V 3 
— (£ COS FT + = COST Y + — cosrs) o 
tx" _ VA 


5 


diadrrdasf [rer _ da dp dgq 


or œ 
ou, en remplaçant Ta Par sa valeur et cosp par => 


a dé +E da 
Sin p æ y g 
JA r Score + corp + É cos rs | da dp dg 
2 2 P 
a + Re 227€) à 
LE PRE EE SR 
— aÿy 


r? 
æcosnr 
a I 
= M ff be el 
— By NS. COYOTE 
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Or le premier terme est égal (242) à 


da OSNX COSAT d d 
[L: S7 n1 Gps or 
257 J Ja . 


et le second est égal à zéro ou à 


af 
4ATada 
af 


(abc) est extérieur ou intérieur à l’ellipsoïde (158). 


249 


; suivant que le point 


944. Supposons d’abord le point extérieur. L’équation 
PP P q 


f ’ 


prece 


dente se réduit à 


On en déduit: 


EC, X — Cafy, 


C désignant une constante; d’où ce théorème : 


Les composantes des attractions de deux ellipsoïdes 


homofocaux homogènes sur un point extérieur sont pro- 


portionnelles à leurs masses. 


On sait d’ailleurs que X est une fonction continue de a, 


b, c. Le théorème subsistera donc si le point (abc) est situé 


sur la surface de l’un des ellipsoïdes que l’on compare. 


Le problème de l'attraction sur un point extérieur se réduit 


donc à celui de l'attraction sur un point de la surface, lequel 


n’est lui-même qu'un cas particulier de celui de l'attraction 


sur un point intérieur. 


245. Examinons donc ce dernier cas. Nous aurons 


d’où 


= ATa da 
œ dE = ——— ;, 
ap7 
Ne AN da 
L — RITES = ER — 
a by Va? +0)(&? + 0) 


. “ dax 
FsnTa "À 


a (a+ 0)(x?+ 01) 


- Pour déterminer la constante, on remarquera qu’en vertu 
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de la formule (1) £ tend vers o quand « augmente indéfini- 
ment; car 7 croît indéfiniment en même temps que &, b, y. 
Donc la constante est nulle. Si donc on désigne, pour plus 
de clarté, par t la variable d'intégration, on aura 


“ dt 
AE VÉn k a 
aByË ray f EVE+OR TE 


(04 
ou en posant LE s et remarquant que 


Üne permutation circulaire donnera Ÿ et Z. 

On remarquera que X, Ÿ, Z varient proportionnellement 
à a, b, c. On aura donc à calculer les mêmes intégrales, quel 
que soit le point attiré. 

En outre, X, Y, Z ne dépendent que des rapports des 
axes 4, $, y. Si donc l’on remplace l’ellipsoïde considéré par 
un autre qui lui soit homothétique, l’attraction restera la 
même. Donc : 


L'attraction d’une couche homogène comprise entre 
deux ellipsoides concentriques et homothétiques sur un 
point intérieur est nulle. 


246. ÉLecrricrré srariQue. — Hypothèses. — Il existe 
deux fluides électriques existant en abondance dans tous les 
corps. Îls sont généralement combinés en un fluide neutre, 
mais peuvent se séparer. 

Deux molécules d’un même fluide se repoussent et deux 
molécules de fluides différents s’attirent suivant la loi de 
Newton. 

Une répulsion pouvant être considérée comme une attrac- 
tion négative, on est conduit à attribuer aux molécules de 
l’un des fluides des masses négatives, et à représenter l’ac- 
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Pi mn 


ton mutuelle de deux molécules par , la constante f 


étant négative . 


Si, pour ne ue nous supposons la masse m’ du 


point attiré égale à A l'attraction exercée sur mn par la molé- 


mm 
cule m sera Et 


Il existe des corps conducteurs où les fluides électriques 
peuvent se mouvoir librement, et des drélectriques où ce 
mouvement n'a pas lieu. 

La charge électrique d’un corps est l’excès (positif, nul 
ou négatif) de la masse M de fluide positif qu'il contient : sur 
la masse M’ du fluide négatif. 


247. Si l’on place un conducteur K dans un champ élec- 
trique, l'électricité qu'il contient se mettra en mouvement, 
pour atteindre un état d'équilibre que nous allons étudier. 

Soit U le potentiel de ce champ en équilibre électrique. En 


tout point (abc)intérieur à K, les composantes de l'attraction 
OU oÙ oÙ 
da’ 0b° dc 


pas rompu. De là deux conséquences : 


doivent être nulles, pour que l'équilibre ne soit 


Le potentiel, ayant ses dérivées nulles dans l’intérieur 
de K, aura une valeur constante C dans tout cet intérieur 
et aussi sur la surface Q de K ; car c’est une fonction con- 
ünue ; 

2° En tout point (abc) intérieur à K, on a donc VU — 0. 
Mais, d’après le théorème de Poisson, 


MU 4ru(a;b,e) 


Donc x est nul. L’éléctricité du conducteur s’est donc 
portée tout entière à sa surface, où elle forme une couche Q. 

La densité de cette couche en chaque point s’obtiendrait 
aisément, si l’on connaissait le potentiel U du champ. Celui- 
ci est la somme de deux autres; l’un U, provenant des 
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masses extérieures au conducteur, l’autre w provenant de la 
couche Q. 

Soient r la normale extérieure, y la normale intérieure 
en un point de Q, uw, la densité en ce point. Nous aurons 
(235) 

du du 


Sp Mt PE = — AT. 


Mais, d'autre part, U, étant développable par la série de 
Taylor, on a 


QU, | dU 
on ST 
Ajoutons, 1l vient 
OU OU 
PAR ARE TS ML 
ou plus simplement 
oU 
pee — —— 4H; 


car U étant constant le long de la normale intérieure, = 


est nul. 


248. La détermination de l’état d'équilibre qui se produit, 
lorsqu'on met en présence des corps électrisés, dont quel- 
ques-uns sont conducteurs, est un problème difficile, surtout 
s’il y a plusieurs conducteurs. S'il n’y en a qu’un seul, la so- 
lution se ramène, comme nous allons le voir, à celle du pro- 
blème de Dirichlet. ne 

Pour plus de généralité, nous admettrons que le conduc- 
teur est creux, et que les masses électriques fixes, en présence 
desquelles 1l est placé, sont situées, partie dans la cavité 
de K, partie à l'extérieur. 

Les données sont : 1° la somme M, des masses extérieures 
et le potentiel U, correspondant; 2° la somme M, des masses 
contenues dans la cavité ét leur potentiel U, ; 3° la charge g 
du conducteur. 

Les inconnues sont : 1° la densité en chaque point des 
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couches électriques qui se forment sur la face extérieure Q, 
et sur la face intérieure Q, du conducteur; 2° les masses 
totales m,, ma de ces couches et les potentiels correspon- 
dants w,, u:; 3° la valeur constante du potentiel total U dans 
le conducteur. 

Soient p — (abc) un point quelconque intérieur au con- 
ducteur ( fi. 26); w une surface fermée contenue dans K et 


Fig. 26. 


enveloppant Q:, mais laissant p à son extérieur ; n la normale 
extérieure à &w ; y la normale intérieure. 

Le potentiel U, + w, étant harmonique et régulier à l'in- 
térieur de w, à laquelle p est extérieur, on aura, d’après la 


formule (26) du n° 186, 


J 


Ô — 
x wi 1 OU, +u,) LA 
D 


D'autre part, Us + w2 étant harmonique et régulière à 


l'extérieur de w, région qui contient p et pour laquelle la 
normale intérieure est 7», la même formule donnera 


I 
2 1e 
[| NT A Re ne à do 
$ AO À, ORNE : 


Le 0) 


— 4Tr | U,(a, b,c) + u:(a, b,c)|. 


Fetranchons l'égalité précédente de celle-ci en remarquant 
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que les dérivées par rapport à y sont égales et contraires aux 
dérivées par rapport à n, et que U,+u; + Us +u= U, 
potentiel total ; 1l vient 


> 1 OÙ 
[PAU ni Foro da hr; (e, b,c) + u,(a, b, c)]: 


Mais dans tout l’intérieur du conducteur U est une con- 
stante C. Donc l’intégrale ci-dessus se réduit à 


COS 27" 


Le que nes w, cette intégrale est nulle. 

La fonction U, + w, est donc nulle au point p, lequel est 
un point quelconque de l’intérieur du conducteur. Etant 
continue, elle s’annulera aussi sur Q, et Q@,. Étant harmonique 
et régulière à l'extérieur de Q, et nulle sur cette surface, elle 
sera encore nulle en dehors de Q,, de sorte qu'on aura par- 


tout 
u=— U,, 


sauf dans la cavité. Là w, sera égal à — V,, V, étant la 
fonction harmonique et régulière dans la cavité qui sur Q; 
est égale à U,. Elle dite en général de U,, qui n’est pas 
régulière. On la connaîtra si re sait résoudre le problème 
intérieur de Dirichlet. 

La densité 4, de la couche Q, en un de ses points sera 
donnée par la formule 


OU * ee Fe 
on dv = 4 Po; 


ou, d’après les valeurs qui viennent d’être trouvées pour w, 


CUS APN 
Dario cs A 


Pour obtenir sa masse m on remarquera que le flux de 


POTENTIELS NEWTONIENS. 255 
Us + «2 à travers w est nul; mais il est égal (239) à 


nu 4T (M: + Ma). 
Donc 
Me = — M,. 


On remarquera que les masses intérieures à la cavité 
influent seules sur la formation de la couche Q,. S'iln’yena 
pas, cette couche n’existera pas; car U, sera nul, V, égale- 
ment; et x, le sera aussi. 


249. Passons au calcul de la couche extérieure Q,. 
La relauon 
C=ÙU,+u;+ U+ us. 


qui a lieu dans le conducteur, se réduit à 
U, + U; ee C. 


Dans la cavité, U,+ uw, sera la fonction harmonique et 
régulière qui se réduit à C sur Q,. C’est la constante C. 

À l'extérieur de Q,, w, sera la fonction harmonique et 
régulière dans cette région qui, sur Q,, est égale à C — U.. 
Soient W et V,les deux fonctions, harmoniques et régulières 
à l'extérieur de Q, qui, sur Q,, sont respectivement égales à 1 
et à U,. On les connaîtra si l’on sait résoudre le problème 
extérieur de Dirichlet; et l’on aura alors à l’extérieur de Q, 


u, = GW — V,. 


La densité ue de la couche en un de ses points sera donnée 


par la formule 


+ = — 4T 
dn D) AUS 


ou, d’après les expressions ci-dessus de uw, aux deux côtés 


de Q,, 


Sa masse mn, sera ff u do. Mais, d'autre part, la charge g 
A, 
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du conducteur étant donnée, on a 


ME Ty + qe 


D'ailleurs m, est égal à — M, : donc 


Mm—=q + M2. 


Egalant ces deux expressions de m,, on aura l’équation 


off ue +) = re 


qui déterminera la constante G, achevant ainsi la solution du 


problème. 


250. Macnérisme. — Hypothèses. — Un système de deux 
molécules électriques de masses — m et - m situées en deux 


PAT re 


points À, B très voisins, et liées invariablement constitue un 
élément magnétique (fig. 25). 

Les points A, B sont les pôles de l'élément. 

La ligne orientée AB est son axe. 

Un aimant est constitué par une agglomération d’ éléments 
magnétiques, disposés de telle sorte que des éléments voisins 
aient sensiblement la même orientation. 

Cherchons à évaluer le potentiel d’un aimant par rapport 


A A pe I x r L 
à un pôle magnétique de masse F situé en un point p — (abc) 


extérieur à l’aimant. 
Soit AB l’un des éléments magnétiques que contient l’ai- 
mant (fi3. 28). Le pôle À, de masse — mn, donnera le po- 


: m 4 ‘ m 
tentiel — Le le pôle B, de masse + m, le potentiel + 4 
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La somme de ces deux potentiels sera 


I I FN p 
m——-)=—m — + 
r Fr Fr 


Mais la longueur /'étant très petite, on aura sensiblement 


Fig. 28. 
B 
Gta 
ê 
2 7 A 
{si le point p n’est pas trop rapproché) 
Ar TER LCOSUr. 


de sorte que le potentiel sera sensiblement 


ml cos lr 


2 


Soit maintenant de un élément de volume de l’aimant. Son 
potentiel sera la somme 


—- ml cos lr 
ee ù SALES 
r? 


étendue aux divers éléments magnétiques qu'il contient. 
Mais pour ces divers éléments 7' a sensiblement la même 
valeur et il en est de même par hypothèse de coslr. Si donc 


nous posons 
D 
mie LVaÿ, 


le potentiel de de aura pour valeur approximative 


ve I cosI7r 4 


r? 


et celui de l’aimant K sera 


üu=-— ff] Les Les 
or 
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Le vecteur 1 qui figure dans cette expression se nomme 
l'intensité d’aimantation. On suppose que ses composantes 
P,Q,R varient d’une manière continue quand on se déplace 
dans l’aimant. 

L'expression précédente du potentiel U peut être trans- 
formée aisément. On a en eflet 


 Tcoslr _  Pcosrxz+Q cosry+Recosrs 
as lee PE 
A—Zx bD— 7 C—3 
en 2 PE Q 3 R 
A 
=. P— O — be 
0x ur ie pe 
APPAURE 0 Q ARE 
dr dy r EN 


1 / OP 200 0Q . 
r \ dx OY S 4 
U s’obtiendra en intégrant cette expression. 


Mais en vertu du théorème d’Ostrogradsky (171), on a, Q 
désignant la surface de l’aimant, » la normale extérieure, 


AP sue, DER | 
JINRÈE Se dy r 1 =) 


Le a el 
Q / Va 


Va a 


Donc 


fa = JE (+ 0Q 0h D) 
Oo Ù ER 0z 


est la différence d’un potentiel de simple couche et d’un 
potentiel de volume. 


251. Ces potenuels existent, comme on l’a vu, dans tout 
l’espace et pourraient servir à définir la fonction U dans l’in- 
térieur de l’aimant. Mais dans cette région elle ne pourra 


POTENTIELS NEWTONIENS. 299 


servir au calcul de l’action de l’aimant sur le point p, car les 
approximations que nous avons faites cessent d’être légitimes 
pour des éléments magnétiques trop voisins de p. 

On serait tenté d'évaluer cette action pour un point p 
intérieur à l’aimant K en excluant de celui-ci une région 
infiniment petite *, calculant l’action de K — # et passant à 
la limite. Mais on n’arriverait ainsi à rien de déterminé. 

Cherchons, par exemple, la composante parallèle à Oz de 
l'attraction exercée sur p par l’aimant K — Æ; w désignant la 
surface qui limite £, cette composante sera 


ffretn£= “ds + [ fiesta 
oP 1 8 CRT 
Ms. 


Le premier terme est une constante; le dernier a une 


limite déterminée ff; mais la limite du second terme 
K 


dépend de la forme de X. L'exemple suivant suffit à le 
montrer. 


Supposons le vecteur I égal à 1 et dirigé parallèlement 
à Oz et le point p placé à l’origine des coordonnées. 
L'intégrale à considérer devient 


ps OU Z 
do. 


Prenons pour # un cylindre circulaire droit parallèle à Oz, 
de rayon R, de hauteur 2, ayant son centre à l’origine. Sur 
sa paroi latérale on a cosnz —0o; sur la base inférieure 
COSNZ —1, 3 ——/h; sur la base supérieure cosnz ——1, 

PR L'intégrale udtelée sera donc 


oh [ ges 
L A 


le champ d'intégration étant réduit à l’une des bases. 
Prenons des coordonnées semi-polares. Cette intégrale 
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devient 


\R 
oh 4h je TE ba 
à VP®+h?/, 


Cette quantité varie évidemment avec le rapport des infi- 


niment petits R, A. 


252. Solénoides. — On donne ce nom à un aimant fili- 
forme où le vecteur [ est constamment dirigé suivant la tan- 
gente au fil. L'élément de volume dv sera évidemment égal 
à eds, ds étant l’élément de longueur du fil et & la section 
correspondante. 

Le potentiel sera donc donné par l'intégrale simple 


u=— /* . af. 


Le solénoïde est dit homogène si Is est constant. Dans ce 
cas l'intégration peut se faire et donne 


ro, l'a étant les valeurs de 7 aux deux extrémités du solé- 
noïde. 

Si celui-ci est fermé, r, = 7, et le potentiel est nul. 

Donc un solénoïde homogène fermé est sans action sur 
un pôle magnétique. 


253. Feuillet magnétique. — C'est un aimant-surface, 
compris entre deux surfaces parallèles très voisines Q et Q”, 
et où le vecteur [ est dirigé suivant la normale n commune 
aux deux surfaces. 

Si e est l’épaisseur de l’aimant et d5 l'élément de Q, l’élé- 
ment de volume sera sd7 et U sera un potentiel de double 
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U = ff -< Le cosnr 
Q 5 


Le feuillet sera homogène si Le est une constante. 

. . < 5 > F COS 77 
Si le feuillet homogène est fermé, l'intégrale ff 
Q 


couche 


a une valeur constante [égale à o ou à 47 suivant que le point 
(abc) est extérieur ou intérieur à Q] (158). Ses dérivées X, 
Y, Z seront nulles. 

Donc un feuillet magnétique homogène fermé n'exerce 
aucune action. 


254. Si le feuillet homogène n’est pas fermé, mais bordé 
par un contour C, les composantes X, Y, Z de l'attraction 
pourront s'exprimer par des intégrales curvilignes prises 
sur C. 

On a en eflet 


0 = es 
+ APE Re — cos n2 do, 
nt 0Y 


EU 


. [= = = 
—= COST + —— COS NY GE cosns ) do. 
10h 0x 2 dy da dz 04 


. , . , I A L 
Mais les dérivées de = par rapport à a sont égales et con- 


traires à ses dérivées par rapport à +; donc 


: = pie te 
x = 1e f f Le PRoë LL te FLE do. 


Li 


On pourra appliquer la formule de Stokes si l’on peut 
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déterminer trois fonctions P, Q, R telles qu’on ait 


. se oi 
0R 0Q r oP 0R : r' 0Q oP : r 


LS er 


MT RRNGE on EE TROIE uk 0y 0230 


Or on satisfait à ces relations en posant 


0 = 0- 
Fee 0: Que Rp 


car par celte substitution la première relation se réduit à 
n ER : ; . 
l'identité À == 0 et les deux autres deviennent identiques. 


On aura dès lors 


X=— Ie f Pde + Qdy+Rds 
C 


JOUET 
— | [= a 012 
su 3 cé dY 
ee bp 
— rà + 
C 


Une permutation circulaire donnera les valeurs de Y, Z. 


259. Si le contour fermé C est parcouru par un courant 
électrique d'intensité é, un élément MM'— ds de ce courant, 
joignant les points (xyz), (x+dx,y+dy, 3+dz:), éprouve 
de la part du pôle magnétique situé au point p — (abc), une 
acuon appliquée au point (xyz) et dont les composantes &, 
n, 6 seront, en vertu de la loi d'Ampère, 


ki 
é— 3 l(y —b)d:=(3—6) dr], Re 


Il 


k désignant une constante. 

Les forces élémentaires ainsi appliquées aux divers élé- 
ments de C auront une résultante unique passant par p. Pour 
l’établir, il suffit de montrer que la somme de leurs moments 
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par rapport à des parallèles aux axes menées par p est 
nulle. 


Considérons par exemple la parallèle à Ox. Le moment de 
la force élémentaire par rapport à cette droite sera 


(= RME: = cn, 
SOILt 
Put 
(y —6)[(@— a) dy — (y — 6) dx] 
—(z—c)[(s—c)dr—(x—a)d:]| 
Kt 


= eh Enne) fran (re c)ax | [area )]axx 


= Tt(x— a) dr —rdx|=— kid 


D Cor À 
J' 


La somme des moments sera donc 


= ki fa(), 
C / 


et sera nulle, le contour C étant fermé. 


La résultante des forces élémentaires aura pour compo- 


QUE rè 2 


santes 


Réciproquement, les réactions des éléments de courant 
sur le pôle magnétique auront une résultante directement 
opposée à celle-là. 

La comparaison de ce résultat avec celui du numéro pré- 
cédent donne ce théorème : 


L'action d'un feuillet magnétique homogène sur un 
pôle magnétique est la méme que celle d’un courant élec- 
trique parcourant le contour du feuillet. 


Le sens de ce courant est celui qu'indique la formule de 
Stokes ; son intensité z est donnée par la relation 


NT ee 1 
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CHAPITRE V. 


SÉRIES DE FOURIER. 


I. — Intégrales de Fourier. 


256. Taéorime. — Soit o(x) une fonction de x, qui 
admette, dans un intervalle donné AB (B> A), une 
intégrale finte et déterminée. 

Soit, d'autre part, f(x), une fonction bornée et non 
croissante (ou non décroissante) dans le méme inter- 
valle. 

L'intégrale de f(x)o(x), dans l’intervalle AB, sera 
Jinte et déterminée, et l’on aura 


JE J(x)?(x)d ea +0 fete CPEMCEOTE (x) dæ, 


E désignant une quantité comprise dans l'intervalle AB. 

(ne proposition, due à Ossian Bonnet, est connue sous 
le nom de second théorème de la moyenne. 

Pour l’établir, supposons d’abord À et B finis, et o(x) 
intégrable dans tout le champ; f(x)e(x), étant le produit 
de deux fonctions intégrables, sera intégrable. 

Pour obtenir l'intégrale, nous décomposerons le champ 
par des points de division x, = À, x:, ..., æn41 — B en élé- 
ments infiniment petits Ax,,..., A%, ; dans l’intérieur de cha- 
cun d’eux, tel que Ax;, nous prendrons arbitrairement un 
point £; et nous chercherons la limite de la somme 


2 (Er) 9 (é:) Ace 
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Or soient M;, m; et O;—=M;— 7m; le maximum, le mini- 
mum et l’oscillation de 0(x) dans l'élément Ax;; le facteur 
o(Ë;) Az; sera compris entre M;Ax; et m;Ax;; 1l en est de 


[stades 


t 


même pour l'intégrale 


on aura donc 


eGnam= [ s(e)de+r, 
[r;| étant-au plus égal à O;Ax;; et, par suite, 
2 /(Ë:) p(6:) Axi:= EfEn f o(x) dx + Er; f(£:). 


La première somme du second membre peut évidemment 
se mettre sous la forme 


a] 


fn) f Fee +È LS) — JG o(x) dx. 


Or les facteurs f (85) — f(£;_,) sont tous de même signe et 


ont pour somme (En) — f(E:). 


La somme des termes où 1ls figurent sera donc de la 
forme 


MENU 
u étant une quantité comprise entre le plus grand et le plus 


petit des facteurs 
B 


ji o(x) dx 


t 


et, a fortiori, entre le maximum et le minimum des valeurs 


[00 LE, 


lorsque & varie de À à B. 


que prend l'expression 
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Nous aurons donc 


2 JE) jan fa æ)de+[f(ér)-f(E)]u+2r:f(:). 


Faisons maintenant décroître indéfiniment les intervalles 
æ;. Le premier membre tendra vers l’intégrale 


B 
f'acrros 
A 


£, tendra vers À, 6, vers B, et par suite f(£,) vers f(A + o), 
f(E») vers f(B— 0). Enfin Zr;f(£;) tendra vers zéro; car 
son module est au plus égal à LYO;Azx;, L désignant le 
maximum de | f(x)|] dans l’intervalle AB; or, o(x) étant 
intégrable, £O;Ax; tend vers zéro. Donc u tendra aussi vers 
une limite déterminée 14, qui sera comprise, elle aussi, entre 
le maximum et le minimum de l’intégrale 


Mais cette intégrale, étant une fonction continue de &, 
prend toutes les valeurs comprises entre son maximum et 
son minimum. On peut donc assigner à £ une valeur telle 
qu'elle soit égale à u5. Donnant à & cette valeur, on aura 
l’équation limite 


fr de a +0) fl + (&)dæ 
PES aren/Cr8 


JA +0) f°ot)de +fB— “4 De 
ë 


2571. Passons au cas où le champ AB, étant encore fini, 
contient des points singuliers c, c', .. aux environs desquels 


LU 
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(x) cesse d’être intégrable. Décomposons encore le champ 
en éléments infiniment petits Ax,, ..…., Ax,. 

Désignons en général par Az; ceux de ces éléments qui ue 
contiennent pas de point singulier, par Ax; les autres. Dans 
chacun des éléments Ax;, on peut intégrer la fonction 
J(x)e(x), et si la somme 


Z{ retrar 


tend vers une limite fixe, ainsi que nous allons le prouver, ce 
sera la définition de l’intégrale 


B 
Ve f(æ)o(z) dx. 
A 


Le champ d’intégration D, formé par la somme des élé- 
ments A2;, se compose évidemment d'une somme d’inter- 
valles a, b,, a>b2, ... d’un seul tenant, séparés les uns des 
autres par des points singuliers. À une autre décomposition 
de AB en éléments infiniment petits correspond un champ 
analogue D’et nous devons montrer que la différence 


IMOFOE = f rte ete de 


est infiniment petite. Or soit 
DD AD ET 


le champ formé par la réunion de D et de D’. Il suffira de 
prouver que la différence 


Eau 


est infiniment petite ; car la même démonstration étant appli- 


cable à f— f, ff sera la différence de deux infini- 
D" D' D’ D 


ment petits. 
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258. Le domaine d se compose d’une suite de domaines 
partiels dx respectivement contenus dans les éléments Az; 
chacun de ces derniers, tel que dx, est lui-même formé par 
une série de domaines d’un seul tenant, ux16x1,..., km Oxms 
séparés les uns des autres par des points singuliers. Appli- 
quant à chacun d’eux le second théorème de la moyenne, 1l 


viendra 


fret) dx 


Soit L le maximum de Lf(x)| dans l'intervalle AB. Le mo- 
dule de la somme ci-dessus ne pourra surpasser 


Ék Ba 
LS J o(æ) dx | + [ o(æ) dx 
XL Ë 


-kL 


Or chacune des deux parties de cette dernière somme est 
infiniment petite. 
En effet, l'intécrale 


étant déterminée, par hypothèse, l’intégrale 


fotrrde 


ne subira plus que des accroissements infiniment petits si l’on 
subdivise les éléments Az par de nouveaux points de division 
choisis d’une manière quelconque. 

Introduisons tout d’abord comme nouveaux points de divi- 
sion les points extrêmes 04, et Gxm de chacun des domaines 
dx. Le champ d'intégration D pourra se trouver accru de 
quelques éléments; appelons D, ce qu'il devient par cette 
adjonction. 
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Soient maintenant 4xp6xp ceux des intervalles &E pour les- 


re “M 
quels | intégrale 


[il o(x) dx 
x 


est positive; %x»exn Ceux pour lesquels elle est négative. Si 
nous ajoutons tous les points «x» et nr. aux points de division 
précédents, le champ d'intégration D, se trouvera accru des 
éléments axp£xp, et l'intégrale correspondante se trouvera 


Ekp 
Dj Aa: 
Xkp 


Ajoutons encore les nouveaux points de division ay» et 4»; 
nous obtiendrons un accroissement négatif, 


En 
SE 1x) dx. 


Ces deux accroissements sont infiniment petits, par hypo- 
thèse. Il en sera de même de leur différence, laquelle est évi- 


accrue de 


demment égale à la somme 


Éx 
D f(æ) dx |, 


k 


étendue à tous les éléments oëË. 
En introduisant comme nouveaux points de division d’abord 


ceux des points $ et £ pour lesquels l'intégrale 


B 
4 p(x) dx 
€ 


est positive, puis ceux pour lesquels elle est négative, on 
trouvera de même que 


B ki 
>| / el 
Eu | 


est infiniment petil. 


270 SECONDE FARTIE. — CHAPITRE V. 


259. Ayant établi, par ce qui précède, que l'intégrale 


B 
frmote)de im f ftæ) o(x) dx 
We A A; 


est déterminée, 1l est aisé d’achever la démonstration du 
théorème. 

Appliquant, en effet, à chacune des intégrales partielles le 
second théorème de la moyenne, la somme du second membre 
pourra se mettre sous la forme 


(1) > Lu 9) [9 dx + fre) f gode | 


t 21 


Cette somme n’est étendue qu'aux éléments Ax;; mais on 
peut y ajouter, sans altérer sa limite, des termes analogues 
correspondant aux éléments Ax;; car la somme des modules 
de ces termes ne pourra surpasser 


a Ëk Uk+ 1 
L>||/ o(æ)dx|+ y sde] | 


LE -k 
expression dont les deux termes ont zéro pour limite. 


La somme (1) étant maintenant étendue à tous les éléments 
Az, remplaçons chacune des intégrales qui y figurent par la 
différence de deux intégrales ayant B pour limite supérieure; ; 
elle prendra la forme suivante 


JA + 0) [+ Etytœu 0) — Fer où Î 
+ SL (x + 0) — f(x; — 0) 15 


= SA +0) f PTS 0) 7(A Pope 
VA 


B 


u étant intermédiaire entre le maximum et le minimum de 
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l'intégrale 
B 


L o(x) dx, 


et la démonstration s’achèvera comme au n° 256. 


260. Supposons enfin le champ infini, du côté des x po- 
sitifs, par exemple. L'intégrale 


ee B 
f Jtota)de= lim f f(é)o(x) dx 


B= 7 


sera déterminée ; en effet, si l’on y change B en GC, son ac- 
croissement pourra être mis sous la forme 


Les 


c » 
f Aro (mdrr JB +0) f o(x)dx 
: B 


( 
+ f(C 0) f Did r 


Il est infiniment petit; car les deux intégrales le sont, et 
f(B+o)et f(C— 0) ont un module au plus égal à L. 

On aura d’ailleurs, en appliquant le second théorème de la 
moyenne à l'intégrale prise de À à B, 


Ê € 
f rmote)de= JA +0) fe(eyar 
SA 


On peut ajouter au second membre le terme 
Lie) JB — 07 fete) 
B 


dont la limite pour B—« est nulle. Cela posé, le second 
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membre de l'équation pourra s’écrire 


+ Lf(co) — f(B on f o(x)dx. 
B 


La somme des deux derniers termes est le produit de 


f(æ)— f(A +6) par une quantité u, intermédiaire entre 


les deux intégrales f. et f . Mais, l'intégrale [ étant une 
: ë B ë 


fonction continue de sa limite inférieure, on pourra trouver 
une quantité n intermédiaire entre & et B, telle qu’on ait 


11e o(x)dr, 
A 


fl e)ote) de = (a + o) [| + (x) de 
+ LA) — JA + 071 [| e(æ)de 
cel 


et, par suite, 


= (A+ 0) fete) de + (0) | (x) dx. 
A do 


261. Les théorèmes que nous établirons dans la suite de 
ce Chapitre sur les fonctions à variation bornée sont d’une. 
nature telle que, s'ils sont vrais pour deux fonctions f,, f:, 
ils le seront évidemment encore pour leur différence. Nous 
pouvons donc, tout en les énonçant dans leur généralité, 
admettre dans les démonstrations que la fonction varie tou- 
jours dans le même sens, de manière qu’on puisse lui appli- 
quer le théorème précédent. 


262. Tuéorème. — Sort f(a) une fonction à variation 
bornée entre À et B. 

Soit, d'autre part, o(4,n) une fonction de à et du pa- 
ramètre n, jouissant des deux propriétés suivantes : 
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b 
E° L'intégrale [ o(%,n) da, où best un nombre quel- 
A 


conque compris dans l’intervalle AB, a son module infe- 
rieur à une quantité fixe L, indépendante de b'et de n; 
2° Sin tend vers w, cette méme intégrale tend unifor- 
mément vers une limite fixe G, pour les diverses valeurs 
de b comprises dans un intervalle quelconque contenu 
dans AB, mais dont le point À soit exclu. 
Pour ces mêmes valeurs de b l’intégrale 


b 
Î f(a)o(a, n)da 
AA 


tendra uniformément vers Gf(A + o) (le signe + devant 
étre adopté st BT> À, et le signe — si B< A). 


Les deux cas se traitent exactement de même. La seule 
différence qui existe entre eux est que, À + À désignant un 
nombre compris entre À et B, on a 


A si B > À 
re COURSES 
À=0 LCA. 0): si B < A. 


Nous pourrons donc nous borner au cas où B>> A. 
Posons 


f(a) = f(A +o)+Ÿ(x). 


La nouvelle fonction Wa) variera toujours dans le même 


sens, et l’on aura 
MONESO == 0: 
Cela posé, on à 


b : 
[fe da Ja +0) f 
A A 


TE 


b 


b 
o da + f V(x) o da. 
AA 


Si n tend vers +, le premier terme tend uniformément vers 
G/(A +o). Il suffit donc de montrer que le second tend 
uniformément vers zéro. 

Soit À + À un nombre arbitraire compris entre A et B; on 


J. — II. 18 
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pourra décomposer l'intégrale en deux autres 


b 


D APE 
JUPE 
À A A+À 


pa 


Appliquons à chacune d’elles le théorème de la moyenne ; 
il viendra, pour la valeur de l'intégrale cherchée, 


4 A+ 
y(A +0) f oda+p(A+a—o) [| o da 
A ë 


+++) [| 


AN 


b 

o da + d(b —o) f o da, 
£ 

£ étant compris entre À et À + À et &, entre À + À et b. 

Le premier terme est nul, et chacun des trois autres tendra 
uniformément vers zéro, si l’on choisit d’abord À suffisam- 
ment petit, puis » suffisamment grand. 

En effet, lorsque À tend vers zéro, V(A + À — 0) et 
L(A+Xi+o) tendent vers zéro, et les intégrales qui les 
muluplient restent finies ; car l'intégrale 


A +À 
4 o da, 
6 


par exemple, est la différence de deux intégrales 


A+À . 
1l o da — o da, 
A A 


dont chacune a son module < EL, par hypothèse. 
D'autre part, 4(b — o) est fini, et l'intégrale 


tend uniformément vers zéro, quels que puissent être bet se 
lorsque, après avoir assigné à À une valeur déterminée, on fait 
croître ? indéfiniment ; car b et £, étant compris dans l’inter- 
valle de À L À à B, les deux intégrales du second membre 
tendent uniformément vers la même limite G. 
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263. Remar que. — Si la fonction f (4) dépend d’un para- 
b 
mètre +, la convergence de l'intégrale fl f(a)o da vers sa 
CA \ 


limite sera évidemment uniforme par rapport à ce paramètre, 
si /(A + À) converge uniformément vers sa limite f(A Ho), 
lorsque À tend vers zéro. 

Toutefois, si f, au lieu de varier toujours dans le même 
sens, comme nous l’avons admis, était la différence de deux 
fonctions non décroissantes f, et f:, 1l faudrait, pour la 
démonstration de ce dernier point, que chacune de ces deux 
fonctions, prise isolément, convergeàt uniformément vers sa 
limite. 


264. CorozzaiRe. — On aura plus généralement, en 
désignant par x une quantité comprise entre À + b—B 
et b, 

b 
lim J f(B)o(B+A—x,n)d8=Gf(x +o), 


Ti — © D 


pourvu que la fonction f($) ait une variation bornée 
entre xet D. 


En eflet, posons 
B+A—x—a. 


Cette intégrale deviendra 


b+A— x: 


1 f(a+x—A\o(ax,n)da. 


Or b+ A = x est compris entre A et B, d’après les hypo- 
thèses précédentes; on aura donc, pour la limite de cette 
intégrale, 

PONT AE 0) = (fre o) 


D'ailleurs, l'intégrale con vergera uniformément vers sa limite 
lorsque x varie, pourvu qu'il reste en deçà de b et que, dans 
les limites où il se meut, f(æ) reste continue (263). 
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265. Applications. — On satisfera aux conditions du 
théorème précédent, en supposant À — 0, B quelconque, 
sin 22 
o(an) — D ETA 


En effet, supposons d’abord B posiuf. Soient b un nombre 
quelconque compris entre o et B, mx le plus grand multiple 
Le, 
de 7 contenu dans bn; on aura, en posant 24 — B, 


a D, 
SI 
Ge 
0 


210) 


Ces intégrales partielles successives ont des signes alter- 
natifs ; en effet, le facteur sinf change de signe en passant 
d’une intégrale à la suivante. De plus, elles vont en décrois- 
sant en valeur numérique ; car, si l’on compare entre eux les 
éléments qui correspondent à la même valeur absolue de 


2 I f A A , \ Le: : 
sinÿ, l’autre facteur - décroit d’une intégrale à la suivante. 


P 


bn 
A fortiori, la dernière intégrale f° , Qui ne contient qu'une 
nr ‘ 


(m+1)TR 
portion des éléments de l'intégrale / , sera moindre 
SATTLTC 


en valeur absolue que celle qui la précède. 


bn 
L'intégrale / aura donc le signe de son premier terme : 
1) 


T 
A et un module moindre. 
EN à 
Maison a 


Tsin£ F 
[ds <f d8<7: 


0 
donc 


!r cinG 
[ — dB|<T. 
0 D 


D'autre part, si b se meut dans un intervalle compris entre 
zéro et B, mais d’où le point zéro soit exclu, il ne pourra 
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s’'abaisser au-dessous d’un nombre positif fixe À. Les diverses 
A sin 8 
intégrales f TB > correspondant aux diverses valeurs 
25) 


de b, auront done leur limite supérieure au moins égale 
à Àn, nombre qui tend vers æ avec »; elles tendront donc 


vers une limite commune 


=, PE dB, 


si cette intégrale est déterminée. Nous avons vu (102) qu'il 


en est ainsi et qu'on a 


Nous avons supposé B et, par suite, d positifs; s'ils sont 
négatifs, on n'aura qu’à changer $ en — $ pour retomber sur 
l'intégrale précédente, changée de signe. Les conditions du 
théorème subsisteront encore ; mais on aura 


G==— 


266. Taéonkue. — Soient a, b deux quantités fixes 
quelconques et x une quantité variable, telles que l’on 
ait a Lx <b; soit enfin f(x) une fonction à variation 
bornée dans l'intervalle ab; on aura 


nf f(B) M CR Re Co 


ñn= © 


En elfet, l'intégrale considérée est la différence des deux 


2] a 
[ et 1 : 
x x 


qui convergent respectivement vers 


suivantes 


= f{æ +0) el — ? f(x —0) (264). 
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Tant que f(x) restera continue, cette expression se ré- 
duira à f(x). Chacune des deux intégrales partielles, et 
par suite l'intégrale totale, convergera d’ailleurs vers sa limite 
d’une manière uniforme (264). 


267. La formule précédente reste applicable si l’intervalle 
ab s'étend de — à + «. On aura, dans ce cas, pour toute 


valeur de x, 


f(x +0) +. f(x —0) = lim [JD a. 


FL =—=100 


Mais on a 


Sinn(B— 2%), é 
RE TC = f cosu(B — x) du. 


L'intégrale précédente deviendra done 
[ d& [ f(B)cosu(8— x)du 
ES 0 
+0 n 
= lim [dB [ B)cosu(s — 2) du 


Er dy 
NN b 

= 1 1) de. [| f(B)cosu(B — x) dB 
dd = — © 0 a 


= in [° a [SE )cosu(B — x) dB 


— lim [de [7 re) c0sut (B— 2) dg. 


Si l'intégrale 


fire 


est finie et déterminée, les deux termes complémentaires 
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tendent vers zéro ; car leurs modules sont au plus égaux à 


Pa [rends fire 


et 
[de f 11 = nf 16148. 
CO Ce D 
et pour a—=—, b—=", les intégrales du second membre 


tendent vers zéro. 
On aura donc 


= [JC + 0)+ f(x—o)] = lim de 2” | f(B)cosu(B— x)d6 


RE 0 /_ © 
e [ dp. ( J(B)cosp(B—x)df. 
8 0 
Cette formule est due à Fourier. 


268. On peut encore satisfaire aux conditions de l'énoncé 


du n° 262 en posant A—1,B——1,0(a n)=X,+ X, 


TEA 
X’, désignant la dérivée de l’intégrale définie 


.T 
des I — 
VER — À [ (a + VETEES cos db)" dy, 
AA 
et l’on aura, dans ce cas, G— — 2. 


On a, en effet, d’après cette définition, 


[ ti 
X\= 2 f AUS 
0 


b 
IRCER ME 
1 
Ab) + Xh11(0)—X,(1) — Xh41(1) 


T 
= + = [ (b+ hs cos)" (1+ b+Vb2— 1 cosd) dy. 
“0 


Pour les valeurs de b comprises entre — 1 et +1, cette 
dernière intégrale aura pour limite supérieure de son mo- 
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dule 


cf [ b? + (1 — b?) cos? ]?[(: mie b}} + (1 tek b?) cos’ UF dy 


TT 
0 


FH % ” F0 ’ 5 sa a : 
= f [i— (1 — db?) sin? ]?(1+ cos? + b sin?d } dd 
#5 0 
La A Le Ta 
EI [ir — (1 — b?) sin ]°V/2 db. 
2 0 


Cette expression est évidemment inférieure, pour toute 
valeur positive de n, à la quantité finie 


PLnoe 
ME 6 Ve db V2 (1-0): 
5 0 


En outre, elle tend uniformément vers zéro, lorsque n 
tend vers æ, pour toutes les valeurs de b comprises entre 
1— À et — 1, quelque petite que soit la constante À. 

En effet, nous allons déterminer pour x une valeur indé- 
pendante de b, et à partir de laquelle cette expression soit 
toujours inférieure à une quantité quelconque &. 

SL 1 + b < a celte condition sera satisfaite, quel que 


ca 


soit 2. Si1 HD —, 1 —b étant d’ailleurs S À, et 1 +b<o, 


Pi 


l'expression ci-dessus sera plus petite que la suivante : 


13 


PTE À 
; in? dy 


74 


Décomposons le champ d'intégration en trois parties, 


s'étendant respectivement de o à y, de y àr —et der — x 
à Tr, y désignant une quantité arbitraire. Négligeons sin? 
dans la première et la troisième intégrale et remplaçons-le 
dans la seconde par sa valeur minimum sin?y. [Il viendra, 


pour limite supérieure du module cherché, 


7 


2 HR) 
x 274 (1 sin 1) (TERRE 


CA] 
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En disposant convenablement de y, nous pourrons rendre 


, Rs 0 
le premier terme inférieur à 


APS puis, en prenant 7 assez 


, I 
grand, rendre le second terme également < —e. 
On aura donc, en désignant par f (4) une fonction à varia- 
üuon bornée entre — 1 et +1, 


—1 


lim fa) (X,+Xvu)da——2f(i—o). 


n— © e/] 


269. L'intégrale X,, que nous venons de considérer, se 

réduit, si x est entier, à un polynome entier en &; car, en dé- 
\ 

sances impaires du radical ne figureront que dans les termes 

de degré impair en cos. Mais l’intégrale de chacun de ces 

termes est nulle. En effet, à deux valeurs supplémentaires de 


veloppant le binome (44/42 1 cos)", on voit que les puis- 


T 
l'angle Ÿ correspondent dans l'intégrale f COS a dde 
210 


éléments égaux et contraires qui se détruisent. 

Nous verrons plus loin que les polynomes auxquels nous 
arrivons ici ne sont autre chose que les polynomes X, de 
Legendre. 


II. — Séries trigonométriques. 


210. Soit f(x) une fonction arbitraire de +. Cherchons à 
la représenter, pour les valeurs de æ comprises entre — + 
et +r, par un développement de la forme suivante : 
| MON PA cosx- Aicos2æ + FA ;COnT Le. 
u) | +B, sinx + B,sin2xz +...+B,sinnx + 

: > Sin 2 Se . rs 
Le second membre de cette égalité admettant évidemment la 
période 27, le développement, supposé exact dans l'intervalle 
de — + à +7, subsistera pour toute valeur de x, si f(x) 
admet également la période 27; dans le cas contraire, il ces- 
sera de représenter f(x) en dehors de cet intervalle. 
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La forme du développement étant assignée a priori, le 
problème se réduit à déterminer les valeurs numériques des 
coefficients A et B. 

Ce calcul repose sur les formules suivantes : 


j us = 19 
| Sin 2T 
[ cosnæ de = ( SMRE 0. 
L TT 


LT N 
T “ 
: — cosnx\T 
SIN C'HL E NRe e — 0: 
HUE n de 
TH TC . 
à “IH COS2AT x sin2nx\T 
cos?n x dx — re 
PA LA 2 2 (TRES 


Il 


D PSE 


1h sinnæ Cosn x dx = Lsinonx dr 0 
—T _r? 
di Tco-(m—n)x+cos(m+n)æx 
1h cosmæxcosnx dx = —— "0 
ct : Tcos(m—n)}x—cos(m+n)x 
[ sinnæxsinnæx dx =] EE ————"— — — — 
En 17 IC 2 
d dei in(m—n)x 
Î sin(m+n)æx +sin(7 5 


Sin MX COS A x dx = 


TH mr UL0 


G) 


P/ 


Pour déterminer À,, intégrons l’équation (1) de —7x à +7; 
chacun des termes du second membre, sauf le premier, don- 
nera une intégrale nulle, en vertu des relations précédentes, 
et l’on aura simplement 


T FT 
Jl fe)de= f ASS TA 
"1 —T 


AT ne] Jo dez 2 [848 


Pour déterminer A,, muluplions l’équation (1) par cosnx 


d’où 


et intégrons de r à +7; il viendra, en vertu des rela- 


ti” T . — 
4e ‘I COS2nT T SIN22T 
SIN LOT — HN PER h _"— re pes 
ë PE 2 2 n 
T T 
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tions (2). 


T 
Î PARPECOS RDA TETN 


à — TT 
d’où 


ARE = J ft cosne dr = = [ JiB)cone d6. 


On trouvera de même, en multipliant l'équation (1) par 
T À +T, 


sinnæ et intégrant de 


a 
J Abe renrrar=nb 
—T 


d’où 
rt L r% 
= | PCb)Sinræeot— = f f(B)sinn6 dB. 
MT — T 


Substituant dans l'équation (1) ces valeurs des coefficients, 


il viendra 
(3) flx)— HR) /64+Y cosnae [ J(E)e0sn6 a8 
r'=1 
TL —100 x 
+D sin x R J /B)sinn8 a8 
T1 


ou, en mullüpliant par x et réunissant toutes les intégrales 


en une seule, 


Le) 


(4) nfte)= |. ji ieh are = + cosr(B— >) 


1 


271. Le procédé dont nous nous sommes servi, d’après 
Fourier, pour établir cette formule, donne lieu à de graves 


critiques : 


1° Nous avons intégré le second membre de l’équation (1) 
en faisant la somme des intégrales de ses termes, ce qui n’est 
légitime que s'ilest uniformément convergent. Nous n’avons 
donc pas prouvé que, en dehors du système de valeurs que 
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nous avons déterminé pour les coefficients À et B, 1l ne puisse 
en exister d’autres donnant également une représentation de 
la fonction f(x). Nous pouvons seulement affirmer que, s'il 
en existe, le développement qu'ils fournissent ne peut être 
uniformément convergent. 

2° Nous avons trouvé la forme que doivent avoir les coef- 
ficients du développement de f(x), en supposant que ce 
développement soit possible; mais rien ne justifie & priort 
cette hypothèse : l’exactitude de la formule (3) n’est donc 
aucunement établie. 


Cette objection capitale ne peut évidemment être levée 
qu’en calculant directement la valeur du second membre de 
la formule, pour vérifier si elle est égale à 7 f(x). 


272. À cet effet, nous remarquerons que la série, arrêtée 
aux lermes en sinpæ et Cospæ, aura pour valeur 


P 
= f(B) dB = +Ù cosn(8— x) 


Mais la somme entre parenthèses est égale à 


1 
—— Ré 2 > eines — cosn(8 — x) 
2 sin 


2 SIN — | 1 
2 
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On aura donc 


et la somme de la série cherchée sera la limite de S, lorsque 
p tend vers c. 

Cette limite est aisée à trouver lorsque f(x) n’a qu’une 
variation bornée entre — 7 et +7. En effet, supposons 


d’abord 3 > — 7, mais 7. Faisant, pour abréger, 


2 P = Al 


2 


— à, PS D 
2sin—(5—x) 


2 


l'intégrale S, pourra se mettre sous la forme 


FR) RE ds. 


8 — x 


Or le facteur reste fini dans le champ de 


sed 
SIN mr 
RES) 
l'intégration, et n’a qu'une variation bornée, de même que 
f(8); donc F($) n’a qu'une variation bornée, et l’on aura 


(266) 


limS,—2[F (x +o)+F(x—0)] — = [f(x + 0) + f(x —0)], 


[#] 
DRE : : ae 
car le facteur REC Ru pour limite l'unité, quand $ tend 
_2sin-(8— >) 
2, 
Vers Z. 
Si f(x) est continue, cette expression se réduit à r f(x). 
D'ailleurs, S, tendant uniformément vers sa limite quand x 
varie, la série de Fourier sera uniformément convergente. 


273. Ces résultats seraient en défaut si x était égal à l’une 
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des limites +7; car le facteur FREE Se deviendrait infini 
| 2sin-(3— x) 
2 


EA 


à l’autre limite de l'intégration ; mais 1l est aisé de trouver, 
dans ce cas, la limite de S,. 
Soit, par exemple, x — — 7. L'intégrale 


DE sin PT '(8+x) 


SE eee. 


se décompose en deux autres, ayant pour limites --+ et zéro, 
zéro et + 7. On trouve, par la méthode précédente, que la 


., . . fie v5 : : 
première a pour limite —f(—7+0). Pour évaluer la seconde, 


posons 8 — x — «. Elle se réduit à 


19 I 
ee ce Re he 
2 
JR — à) do 
0 9 510 
2 
PIS I 
,T sin Pas 
: ct 2 
— | f(rT— à) da, 
ù C4 
0 2 Sin — 
et aura pour valeur 
TT E â T 
— lim f(r —E) —— — — f(T—0). 
2 e—0 TE D) 
9 S11) — 


On aura donc, dans ce cas, 
imS,= = [f(—r+0)+/(r—0)]. 


Si Z—=+T, On arrivera, par un procédé tout semblable, 
au même résultat. 


274. Considérons une fonction F(x) donnée seulement 
dans une portion de l'intervalle de — x à + x. On pourra la 
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représenter dans cette étendue par une infinité de séries tri- 
gonométriques différentes. Concevons, en effet, une fonction 
f(x), égale à F(x) dans la région considérée et prenant des 
valeurs arbitrairement choisies dans le reste de l'intervalle 
de —7r à +7. Développons-la en série de Fourier. Cette 
série représentera F(x) dans la région où cette fonction est 
donnée. 

Supposons, par exemple, que F(x) soit donnée dans l’in- 
tervalle de zéro à tr. Soit f(x) une fonction égale à F(x) 
dans cet intervalle, et définie de zéro à — x par la condition 


f(—zx)=f(x). Appliquons la formule (3) à cette fonction. 


ua 
Les intégrales / f(B)sinn$ d8 s’annuleront, car les élé- 
TC 


ments correspondant à des valeurs de B égales et de signe 
contraire se détruisent mutuellement. 


Ces éléments s’ajouteront, au contraire, dans les intégrales 


[ (828, f J(8)cosn8 dê, qui se réduiront à 


à freres, à f JB)e0sn6 dB 


ou, comme f(r)— F(x) entre zéro et x, à 


NO à f F(Bcong as. 


On aura donc, entre zéro et 7, 
nur 
5) F(a)=f(e)=2 f F(6)48 
0 


T 
3 : 
re > cos f F(B)cosn6 d6. 
1 


S1 l’on avait, au contraire, déterminé f(x), pour les 
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valeurs négatives de x, par la condition 


fx) =— f(x), 


TH 

les intégrales | f(8) d£ “Le f(B)cosn$ dB se seraient an- 
ti 

nulées, étles intégrales f”_ /( ) sin n 5 d5 se seraient réduites 


à jp f(B)}sinn8 418$ —  f "FO nn848 La fonction 
0 


F(x) sera donc représentée, toujours dans l’intervalle de 
zéro à 7%, par une série de sinus 


AT 


(6) RÉLI=MUbÉE =1> une f F(B)sinn£6 d6. 


On remarquera toutefois que, pour la valeur æ = 0, la 
fonction f(x), définie par les conditions précédentes, offrira 
une discontinuité si F(x) ne s’annule pas pour æ = 0. Aussi, 
pour æ == 0, la série aura-t-elle pour valenr, non F(o), mais 


HÉLIE TA 


» c’est-à-dire zéro. Il en est de même pour 


8 
| 
= 


276. Les développements (3), (5), (6) sont valables, le 
premier de — x à +7, les deux suivants de zéro à +7. Mais 
on en déduit aisément d’autres développements applicables 
de — {à + / ou de zéro à + {, { désignant une quantité 
quelconque. 


Posons, en ellet, dans ces formules 
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elles deviendront 


l 
e(N)= 7 | ga)da+ 7 
DE 


œ 
da. 


l æ l 
D(y)— ; [ ®(a) da + DD cos 272 [| D(æ) cos da, 
LM 1 0 


l 
TN 2 A) VrLTQ 
Un) — 1 > sin — D(ax) sin 


et seront évidemment applicables, la première de — { à + /, 
les autres de zéro à /, pourvu que w(y) et D(y) aient une 
variation limitée dans les intervalles ci-dessus. Les séries 
cesseront d’ailleurs en général de représenter ces fonctions : 
1° aux points de discontinuité ; 2° aux limites du champ d’in- 
tégration. 


III. — Fonctions de Laplace. 


SE L'équation aux dérivées partielles 


2V AV 0'V 
(1) AN se PTE = ds: (0) 


admet comme solution un polynome U homogène de degré n 

en æ, y, 3 el contenant 2n + 1 coefficients arbitraires. 
Substituons, en effet, dans le premier membre de l’équa- 

uon, un polynome de degré n à coefficients indéterminés. En 


écrivant que le résultat est idenltiquement nul, nous obtien- 


(n—1i)n 


drons équations de conditions linéaires et homo- 


coefficients. Il restera donc 


n+I)(n+2 
gènes entre les HER 


on + 1 arbitraires dans la solution. 
a LT: 19 
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Posons 
æ —psin0 cos, y =psin0 sin, z —p COS0; 


il viendra 


Venere 


Y, étant une fonction homogène et de degré » en sin cost, 
sin@ sind, cosÿ. Ces fonctions Y, portent le nom de fonc- 
tions de Laplace. Elles sausfont à une équation différentielle 
qu'il est aisé de former. 

En effet, l'équation (1), transformée en coordonnées po- 
laires, devient (Calcul différentiel, n° 139) 

MVL 1 JV ie 1, Vi 23 0V colo 


Op pt O6 | p'sin6 Of | p 0p  p* 0 


Substituant pour V la quantité U = £" Y, et supprimant le 


facteur commun 0472, il viendra 


e He LRNONe 9 Yn v 
) D Ÿ sin QUE HAPOLOSE + A(RÈEERESSS 


278. Soient 


x, y, z et x', y', 3 les coordonnées rectangulaires de deux 

points ; 
e,0,detp, 0”, d' leurs coordonnées polaires ; 
r leur distance mutuelle ; 
enfin 

cos y — cos cos 0" + sin0 sin 0’ cos(4 —") 
le cosinus de l'angle de leurs rayons vecteurs. 
à ’ I . , , . 

La quantité mt considérée comme fonction de x, y, 3, sa- 

usfera, comme nous l’avons vu (182), à l'équation (1). Mais 


On a 
I I 


ou, en développant en série suivant les puissances de : (Cal- 
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cul différentiel, n° 273) et posant, pour abréger, 
AC) 1e, 


L= 5 (Pi+ PiË +...+P; +...) 
RE p P 


Pour que cette expression satisfasse à l’équation (1) quel que 
soit o/, il faudra évidemment que chaque terme y satisfasse 
séparément. Donc P,p# est une solution de l'équation (1). 
D'ailleurs l'expression 
I dn(cos*y 0 à Le 


EE . 


SUCER Me D) dvosy" 
montre que P, est de la forme 
An CO»"y PA, COS y +... 
TTL + VYy' + 33 


f 
PP 


sa valeur x? + y? + z?, P, 0" deviendra évidemment une fonc- 


Remplaçant cosy par sa valeur » puis p? par 


uon entière et homogène de degré x en +, y, 3. Donc P, est 
une fonction de l’espèce Y,. 


279. Supposons p'< p; le point (x’, y’, z!') sera intérieur 
à une sphère de rayon p ayant pour centre l’origine; et la 
fonction Ü étant harmonique et continue, la valeur U’ 
qu'elle prend au point x’, y', 3 sera donnée (187) par la 
formule 
I 


à RATE U TS 
&rU'= K ER RTEEN do, 


l'intégrale étant prise sur la surface de la sphère, et y dési- 
gnant la normale intérieure. 
Cela posé, nous aurons en coordonnées polaires 


Lee DU Ur DATE 


(Y’, désignant la valeur de Y, au point x’, y", z'). 
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‘4 [ ie . . 
Développant, d'autre part, - suivant les puissances crois- 
, & 
! 


santes de = qui est 1, on aura 


/ ln 
R = (P+PÉ NP Pre La 
FAUEr. fé G 


/ 


Enfin, y étant directement opposée à o, on a 


DURE O UE Le 
PDO OC ER mp des 
Il [| 
NE re RE RSS Tes 
dv D dp pe Da p° Î GTS Diet p SR 


Substituant ces valeurs dans l’équation, et remplaçant en 
outre ds par sa valeur 6? sin6 dû db, il viendra 
! 


GEDENIC +1)P,+ (72 + PL +. 


ln 


+On+ PE +. [Va p" sin6 48 di. 


Cette égalité contenant l’indéterminée L/, on aura, en iden- 
ufiant les coefficients de ses diverses puissances, Les relations 
fondamentales 


NYP» sin6d6dh—0,  sim>n, 
(3) Hs 
N Y,P, sin0d0 dy — "Ty 


PO ET D 


280). Soit / (0, L) une fonction arbitraire des deux angles À 
el}; proposons-nous de la développer dans l'intervalle de 


= 0 à Î—7r, et de d'=0 24 — 27, en une séries 
forme 
(4) FEB Dee MY, ee 


On obtiendra aisément, par ce qui précède, chaque terme 
du développement. 
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Multiplions, en ellet, par P, sin 4 48 44 et intégrons dans 
les limites ci-dessus. Il viendra, en raison des équations (3), 


2H TH AT 
(2) il j HG, sin 0 d0 db — rene 


Y', étant calculé par cette formule, on n’aura qu'à y rem- 
placer 4/, L’ par 0, Ÿ pour obtenir Y,. 

L'expression ainsi calculée est bien une fonction de 
Laplace. En effet, P, est évidemment symétrique en 6, d 
et 4, d’. C’est donc une fonction de Laplace par rapport 
à W,Ÿ'. Donc P,p"* sera une fonction homogène et de 
degré n en x’, y', 3/, satisfaisant à l’équation 


Ge LOL ÉARELETS CAE PSN EX D 
a LR PIE 7 FPE AO: 

Il est clair que, multipliée par la quantité constante 
f(4, d) sin0 dû dY, elle y satisfera encore. Chacun des élé- 
ments de l’intégrale double, multiplié par p'*, vérifiant ainsi 
l'équation, leur somme jouira de la même propriété. 


981. Il reste à vérifier si la série de fonctions Ÿ, ainsi 
calculées est bien égale à f (4, L) ou, ce qui revient au même, 
si la série 

Yo+. +Y, +... 


est égale à f (4, d’) dans tout le champ considéré. 
Or on a, d’après l’équation (5), 


M++v= nf [Je )9 (2k4+1)P;sin0 d0 dd 
Ji 02 | 
= NUE (24 + 1)Prde, 
0 


l’intégrale étant étendue à toute la surface d’une sphère de 
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rayon 1, définie par les équations 
æ = sin0 cos, y =sinô sin, z — cosb. 


Il reste à trouver la limite de cette expression pour n = ©. 


282. Nous la transformerons d’abord en remplaçant les 
variables 4, L par un autre système de coordonnées polaires 
Joe choisies de telle sorte que le nouvel axe des z aboutisse 
au point (0,4. 

La fonction (0,4) sera transformée en une fonction de À 
et de 4, que nous représenterons par F(},11). La fonction 
Pr= X,(cosy) deviendra X,(cos}), car y, distance angu- 
laire du point (0’, 4") au point variable 4, 4, n’est évidem- 
ment autre chose que À. L'élément do sera égal à sin À d} du. 
Enfin les limites de l’intégrale seront o et + pour À, oet 2x 
pour Hu. 


L'intégrale à évaluer deviendra donc 


I 27H T 7t 
Fr de k + 1) X4(cos2) sin dà d 
mil jh en + 1)À4(cosÀ) sin mn 


ou, en posant cos À — x, F(À, u) = (>, L), 


: TM ANT 7 
(6) =) 1! D(x,p) > (24 +1)X, dx du. 
si 0 — 1 2 


283. La sommation par rapport à Æ peut être effectuée 
comme 1l suit. | 


On a, par définiuon, 


co 
1 
(1—2ax + a?) ?— > HAE 


0 


Em 
SI 
st 


et, en prenant les dérivées par rapport à x et par rapport à a, 


tre 
(8) a(i—2ax +) ?— CEE 
0 
Tarte 
(9) (æ —a)(1—2ax + œ?) EN PLONPENS 
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La comparaison des équations (8) et (9) donne 


oo 20 
@ 7 
(x — a) © DEN a TARN 


0 0 
d’où, en égalant les termes en &”, 
(10) CS CRE (Di PE 


D'autre part, équation (8), muluipliée par 1 — 24% + 0° 
et comparée à (7), donne 


a ù a"X,—=(1—2ax + oo) ù DNS, 


et, en égalant les termes en 22*#1, 
En ! , / 
(11) tn UN, XL: 
De (10) et (11) on déduira, par l'élimination de X;,, 


222,6 


n—1° 


(an +i1)X,=X, 


11+1 


Cette formule subsistera encore pour 7 — 0, en y rempla- 
çant X°, par zéro; on aura également X, — 0, car X, est une 
constante. . 

Changeant, dans la formule précédente, 7 en n —1, 
n—2,..., et ajoutant les résultats, 1l viendra 


nr 42 


> (24 +1 UE Les — Xe) = Ko + À. 
0 


nie 


284. L'intégrale (6) deviendra donc 


2T +1 
(12) | il P(z,p)(X,,, + X,) dx du. 
ARE 


Or, si l’on admet : 1° que, pour chaque valeur de x prise 
dans l'intervalle de o à 27, la fonction (x, nu) n’ait qu’une 
. variation bornée entre — 1 et +1; 2° que, pour ces diverses 
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valeurs de , (1—+, 1) tende uniformément vers sa limite 
D(1—o,u) lorsque la quantité positive e décroît indéfini- 
ment, on aura (268) 


EN 
Î Dix, p)(X hu + X,) dæ —20(1—0, pp) ER 
1 


R, désignant un reste qui tend uniformément vers zéro pour 
eh 


L'intégrale (6) se réduira donc à 


2T 


Jl 2[D(1— 0; p) ER; |dp, 
0 5 À 


I 


AT 
et si A tend vers æ, R, tendant uniformément vers zéro, son 


2T 
intégrale f R,, du tendra vers zéro. Il viendra donc 
0 


27H 
VU PI P(1— 0,1) du. 
A0 

285. Cela posé, si la fonction f (8, ») = (x, u) est con- 
tinue aux environs du point (W/,'), D(1 —e, x), qui repré- 
sente la valeur de la fonction f(4,%) pour un point infini- 
ment voisin de (0, +’), convergera uniformément, quel que 
soit 4, vers la valeur constante f(W', w'). On aura donc 


art 
Yo Yie = (0! 1) du = (Een) 
0 


On arrive donc à ce résultat : 


Le développement (4) d’une fonction arbitraire f (4, «) 
en série de Laplace est applicable pour tout point de la 
sphère (W','), tel : 1° que la fonction f soit continue aux 
environs de ce point; 2° que sa variation soit bornée le 
long de tout grand cercle qui passe par ce point. 


D'ailleurs 1l est clair que ce développement sera unifor- 
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mément convergent sur toute région de la sphère où ces deux 
conditions seront satisfaites. 


286. Dans le cas particulier où la fonction f ne dépend 
pas de Ÿ, la formule (5) deviendra 


2T 
re Ten f(8)P, sin 0 d0 dy. 


Or P,, étant une fonction entière de 


cos 9 cos 0 + sin 0 sin 0’ cos(d — d'), 


pourra être mis sous la forme 
Ko+ ki cos(d—Vd')+...+ Kk, cosn(d — d'), 


ko, Xi, ..., Kn étant des fonctions entières de cos8 cos et 
sin@ sinŸ’. Intégrant par rapport à Ÿ, tous les termes donne- 
ront une intégrale nulle, sauf le premier, dont l'intégrale est 
2x0. On aura donc 


Ve tif f(8)k, sin 8 de, 


expression indépendante de d/. 

Donc Y,, qui est une fonction entière et homogène de 
degré n en cos0', sin cos, sinV'sind/, se réduira à une 
fonction entière de cos®' seulement, lorsqu'on aura tenu 
compte de la relation 


(sin 9’ sind’)? + (sin 0’ cosd'}?— 1 — cos? 6". 
Cette fonction sera évidemment de la forme 
2, Cost6 la; cos" OR 


ar suite, Ÿ, sera de la forme 
P - 


An COSO0 Ge cost ON 
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Cette fonction doit d’ailleurs satisfaire à l'équation 


(9 La dY, “ie 
PTE + cotô 10 + n(n+i1)Ÿ,=o, 


qui se déduit de (2) en exprimant que Ÿ, est indépendant 
de UE Transformons cette équation en prenant pour nouvelle 
variable la quantité cos — x : il viendra 


AN EN De dx Si FA 
PL PT D en 
dY dY ŒY, dx dY : 
LENS LES LR Rs … mn. 
ab OST NE Gp QE 


Substituant ces valeurs et remplaçant, en outre, cos0, sin? 
par x, 1 — æ?, il viendra 


9 Pat dY, FE 
(1 — x?) He CET +n(n+1)YŸ,—=0o. 


Substituons dans cette équation la valeur de Y», 
À D me 7e De 7 ed os ee 30 
il viendra, en égalant à zéro le coefficient du terme en x*-°#, 


(n—2k+9)(n—2k+1)a, sr 
—(n—9k)(n—2k—1)a, or 


— 92(n —2k)an_ ap + N(R +1)An_2x = 0. 


Cette équation détermine le rapport de deux coefficients 
SUCCESSIS dE 242 CR Re 

Le polynome Ÿ,, défini par les conditions précédentes, est 
donc déterminé à un facteur constant près. Or on sait que 
le polynome X,(x) — P, satisfait à ces conditions. On aura 


donc 
fx — An P>: 


À désignant un facteur constant. 
Le développement de la fonction [(4) en fonctions de 
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Laplace prendra donc la forme 
f(0) = A ,P,+ As Pi . .+A,P,+. Te 
En prenant æ pour variable et posant 


f(8)=F(x), 


il viendra 
(13) F(r)=A,Xo+A Xi+...+A,;X,+..., 


Ce développement sera valable dans l'intervalle de 3 ——1 
à æ—1, correspondant à l'intervalle de0—o à 0—7 (pourvu 
que la fonction à développer n’ait qu’une variation bornée 
dans cet intervalle). 


287. La nature du développement étant établie par ce qui 
précède, on obtiendra aisément les coefficients. Multiplions 
l'équation (13) par X, et intégrons de — 1 à +15. On aura, 


siMZAn, 
ou 
Î NN ti 0. 


1 


Soit, en effet, pour fixer les idées, r > m; X,, étant un poly- 
nome de degré inférieur à X,, on sait (125) que l'intégrale 
ci-dessus sera nulle. 
L’équation intégrée se réduira donc à 
+1 a. 
FORT LE N", XOCLE 


LEA © —1 


et déterminera le coefficient À. 


288. On peut aisément calculer, au moyen de l'intégration 
par parties, la valeur de l'intégrale 


+ 1 +1 9 
I di (222) Cr) 
A eq "CHR L Eee (TE AR 
DAEUE De eTt): A Are 


1 —1 


Posons en effet, pour abréger, (x? — 1)*— u. On trouvera, 
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par une suite d’intégrations par parties, 


+1 
JF ut) ut) dx 


— [ame ut?) ES u(r—2) ut?r+1) — (— 1) uu 2" A 


et comme chacun des termes intégrés s’annule aux deux 


limites, 1l vient simplement 


+1 st RES 2 
re 2 —_j} RS en | 
IL NL D. PAS SUD 1) IL (x?— 1) DE dx 


At 7 | 
ji Dre fl FRS 


Mais, si l’on pose 
T— 922 — 1, 
il viendra 


+1 1 
il (æ?— 1} dti (1) 02e f "(1 — 3) dz 


# J 
—(—1)t222#1B(n +i,n +1) 
L(n+1)T(n +1) 
T(an +) 
(12208707 


au = 
J ROC P EN ERLEIE 
1 2 +1 


289. Le développement d’une fonction F(x) suivant les 
polynomes X,, auquel nous venons d’arriver, est un cas par- 
ticulier d’une classe de développements plus générale, qu’on 
peut obtenir de la manière suivante : 

Considérons l'intégrale définie 


= f AOEX 


= (— 15 o?2n+1 


—(-r}? o2n+1 


d’où 
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Si l’on développe le dénominateur suivant les puissances 
décroissantes de +, on obtiendra une expression de la forme 


en posant, pour abréger, 
b 
fl AU IN AA Et 
A: 


Formons les réduites successives du développement de 
cette expression en fraction continue. Soit 


Q,=B;+B;xz+...+B,z" 


le dénominateur d’une de ces réduites. Les rapports des coef- 
ficients B,, B,, ..., B, seront déterminés (Calcul différen- 
tiel, n° 393) par les équations de condition 


RAD RO 0, b7 0, 
> Bo + «3B, sr nie Dn— 0, 


LD rnb ee ou, B,—0, 


et, pour qu'il existe effectivement une réduite dont le déno- 
minateur soit d'ordre n en x, 1l faut et il suffit que ces équa- 
tions déterminent complètement lesdits rapports. 

Cette condition sera toujours satisfaite si f (3) ne change 
pas de signe entre a et b. En effet, si nous remplaçons les 
quantités à par leurs valeurs, les équations précédentes de- 


& 


viennent 
| 
Se f(z2) ds[ B + B,23 EE EU sd = f} OCR (ads: 


,0 
Of Jis)dsfBs Bis Bustt] = 2Qu(s) /(z)ds 


b 


b 
SI Ja) def Best + Bist+. + Ba] f 271Q, (2) f(2) da. 


a 
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Ajoutons ensemble ces équations multiphiées par des con- 
stantes arbitraires, nous obtiendrons la suivante, qui les ré- 
sume toutes : 


b 
(14) vel m(:) Qu(s)/(3) da, 


w(z) désignant un polynome arbitraire de degré < n. 

… Cela posé, soient Q et Q' deux polynomes de degré # qui 
satisfassent à cette condition. Tout polynome ÀQ + VQ', où 
À et À’ sont des constantes arbitraires, y satisfera également. 


, . X .« \ 
Or on peut déterminer le rapport : de manière à annuler 


dans ce polynome le coefficient de 3. Posant alors en parti- 


culier &(3) = ÀQ + \Q', il viendra 
b 
[ (AQ + 4Q'} (3) d3 = 0. 


Or cette intégrale a tous ses éléments de même signe; elle 
ne peut donc s’annuler que s'ils sont tous nuls, d’où 


ÀQ +1 Q'— 0. 


Les deux polynomes Q et Q'sont donc égaux à un facteur 
constant près. 


290. L’équation Q,(3) —0 a toutes ses racines réelles, 
inégales et comprises entre a et b. En effet, si elle admettait 
une racine réelle c hors de cet intervalle, ou une racine 
double «, 6u un couple de racines imaginaires & + Bi, on 
aurait 


Qu(s) = MN, 


M désignant un facteur de la forme 3 — c, ou (3— 4}?, ou 
(5: —4)?+f?, et N un polynome de degré <n. Posant 
©(3)=N dans l'équation (14), il viendrait 


b 
rt MN? f(x) ds, 
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, ;* * , ’ A 
résultat absurde, car l’intégrale a tous ses éléments de même 
signe. 


291. Soit maintenant F(3) une fonction quelconque de 3; 
proposons-nous de la développer en une série de la forme 


F(z) = AoQ, (5) + A:1Q,(z) +...+ A,0Q,(z) +... 


| Q,(3) désignant une constante, égale à 1, par exemple |. 

Pour déterminer un coefficient quelconque, tel que A,, 
multiplions l'équation précédente par Q,(z)f(z) et inté- 
grons entre & el b. On aura 


b 
Le Pb) Os) /Cz) dr — 0 si (mn). 


En eflet, soit, par exemple, 5» < n. Cette équation sera un 
cas particulier de (14), obtenu en posant 


(3) — ot 3 
L'équation intégrale se réduira donc à 
b 


,b 
QG) F4 ZA, f Q2(3)/ (3) d 


«a 


et déterminera À. 

On doit toutefois remarquer que cette analyse n’établit pas 
la légitimité du développement, ‘LR restera à démontrer 
dans chaque cas. 


292. Si nous posons en particulier f(x) —=1,a——1, 
b=1, l'équation (14) se réduit à . 


ÉCOLOS 


Or on sat que les polynomes X, satisfont à cette équation. 
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Elle détermine d’ailleurs Q,(z) à un facteur constant près. 


On a donc ce résultat : 


Les polynomes X, sont, à des facteurs constants près, 
les dénominateurs des réduites de l’intégrale 


INTÉGRALES COMPLEXES. 30) 


CHAPITRE VE. 


INTÉGRALES COMPLEXES. 


I. — Intégrales des fonctions monodromes. 


293. Soit f(z) une fonction analytique de la variable com- 
plexe z. Si cette variable, partant d’une valeur initiale donnée, 
décrit une ligne rectfiable L, on pourra suivre la variation 
de f (z) tout le long de cette ligne, pourvu qu’on ne soit pas 
arrêté par la rencontre d’un point critique. 

Nous avons donné, dans ce cas, la définition de l’intégrale 


POLE (t. I, n° 195). 
L 

Mais cette définition suppose essentiellement l’absence de 
point critique. On admettait donc que tout le long de la 
ligne L la fonction f (3) reste continue ainsi que sa dérivée. 

Nous continuerons à poser en principe que, sur tout le par- 
cours de la ligne d’intégration (ses extrémités exceptées), 1l 
ne doit exister aucun point critique; mais nous admettrons 
que ses extrémités a et à puissent être critiques. 

Soient, dans ce cas, «+ es un point de la ligne L infini- 
ment voisin du point &; b —=<"un point de cette ligne infini- 
ment voisin du point bd; L, la partie de L comprise entre 
les deux points a+e et b—e'. Nous définirons l'intégrale 


[ f(x) dz par la formule 
JL 


POLE ns [ras 
L E—0 es 0 MA 


J. — II. 20 
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à la condition que le second membre ait une limite déter- 
minée. 

De mème, supposons que la ligne L s’étende jusqu’à l'in- 
fini. Prenons sur cette ligne un point p, et soit L, la portion 
de L comprise entre «a et p. On pourra déterminer, pour 
chaque position du point p, l'intégrale 


MOTTE 

vL, 
et, si celte expression tend vers une limite déterminée lorsque 
le point p s'éloigne à l'infini en suivant la ligne L, nous défi- 


nirons l'intégrale [FC dz par l'équation 
ES Fe 


rade =tim [7e ne) 


29%. Supposons, par exemple, que, la variable 3 étant as- 
sujettie à la seule restriction de rester dans l’intérieur d’un 
contour C, la fonction f (3) n’admette dans ce domaine qu’un 
seul point critique b, déterminé de position. Admettons, en 
outre, que, lorsque z tend vers b, de telle sorte qu'aux envi- 
rons de ce point l'argument de 3 — b reste compris entre deux 
nombres fixes Àÿ et À,. on ait constamment 


M 


PAR) ER 7 ra 


AI 


M désignant une constante et + un exposant positif 1. 

Soit L une ligne quelconque intérieure à G et partant d’un 
point donné & pour aboutir à b, de telle sorte que, dans la 
portion de cette ligne infiniment voisine de b, l’argument de 
3 — b reste compris entre À, et À. L'intégrale 


fre 


aura une valeur déterminée et indépendante de la ligne 
particulière choisie pour L. 
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En effet, supposons d’abord que, dans le voisinage de D, on 
ait pris pour L'une ligne droite L, faisant l'angle ©, avec l’axe 
des x. On aura sur cette ligne 


3 —=b+p(coso,+tsino,), 


2, restant constant et » tendant vers zéro. 


Soient 3o, 3, deux points de cette ligne, 05, p, les deux 
valeurs correspondantes de p. On aura 


1 He _ f(z)(coso + isino,) do. 
VS0 51 Po 


Cette intégrale tend vers zéro avec 9,4 et 5,; car, d'après nos 
hypothèses, son module ne peut surpasser 


"PM M ; 
| NL OMARESRES 


po 


quantité infiniment petite. Donc MIO a une valeur dé- 
C% L, 
terminée. 


Soit maintenant L, une autre ligne arbitraire issue de a 
et aboutissant à b. Traçons autour du point b comme centre 


un cercle de rayon 9 infiniment petit. Soient 3,—(9,%0) 


BE z,— (6, ©,) ses points d'intersectonvavec .L, et L, 
(/ig. 29). 


Les deux lignes d'intégration 43,3, et az, étant évidemment 
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équivalentes, on aura 


free: = f 76) as + [SN f(z) dz. 


Faisons tendre o vers zéro. L'intégrale f aura pour li- 
LE 


mite | ; et l'intégrale suivant l'arc de cercle 3,2, tendra 


“LL, 
vers zéro. On a, en effet, sur cette ligne 
— b + p(coso +isino), 


s élant constant, et © variant de ©, à ©,. Donc 


Pi 
(1) 4 PCT Ita )p(— sing + coso) do. 


quantité infiniment petite. 


Donc l'intégrale jl tend vers une limite déterminée, égale 


OUUTA 


à f . D'ailleurs cette limite représente, par définition, l’inté- 


grale / . Notre proposition est donc établie. 
Li 


295. Nous nous sommes astreint à ne considérer dans ce 
qui précède, parmi les lignes L aboutissant au point b, que 
celles où l'argument de 3— reste compris entre deux 
nombres fixes À9 et À. Mais il est clair que cette restriction 
pourra être levée si l’on est en mesure d’établir que l’inté- 
grale (1) reste infiniment petite, quels que puissent être ©, 
el 01. 

Cette circonstance se présentera si la fonction f (3) est de 
la forme 


JS) = (5 — 0) #4 (s), 
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_ 


v (e =) étant monodrome et bornée dans l’intérieur de C[M dé- 
signera, dans ce cas, le maximum de DT 3)|]. 


Soit en effet 
O1 —- Do + 2KT 7 


FAST 
if f(z)o(— coso + isino) do 


peut se décomposer dans la somme des suivantes : 


(RE AR Do+2hT+r 
de … + f[ É . 
f 


+27 © Do+2ÂT 


Or, lorsque z décrit le cercle, f (3) se reproduit, multiplié 
par le facteur e-?%i. Si donc on désigne par I l'intégrale 


Po+2ÂT 
ets: 
(ep) 


T0 


on aura 


Do+4T Do+2(nm+1)T 
— p—2ATi — p—2INATi 
1 Del il {; à TES 
*D+2T o 


Do+2mTR 


Ps Do+2AT+Ir 


Po Do+2ÀT 
Re [ + 
Tee 


ne eT?ATÉ 
; Yo LDo+2ÀT 


Or les deux intégrales du second membre ont un module 
moindre que Mot-%27. D'autre part [e-?#%ñé— 1)= 9. Donc 


P1| 
[ HSE Rè 1) Mp"%ar, 


quantité infiniment petite. 
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296. On peut formuler des propositions toutes semblables 
aux précédentes pour les intégrales prises suivant des lignes 
qui s'étendent jusqu’à l'infini. 

Soit f(z) une fonction analytique n’ayant aucun point 
critique dans la région du plan extérieure à un contour donné 
C, et telle que pour toutes les valeurs de z dont le module 
est suffisamment grand, et l’argument compris entre deux 
nombres fixes }5 et À,, on ait constamment 


M 
LIST Te 


M étant une constante et « un exposant posiuf > 1. 

Soit L'une ligne quelconque extérieure à C partant d’un 
point donné & pour aboutir à l’infini, de telle sorte que, 
lorsque 3 parcourt cette ligne, son argument finisse par rester 


compris entre Ào et A1. 
L'intégrale Ft) 3 uura une valeur déterminée et 
L 
indépendante du choix de la ligne L. 


Enfin la restriction que l’argument de 3 reste compris 
entre deux limites fixes pourra être levée, si l’on a 


fu)= 10 


X ? 
eo 


L(:) restant monodrome et bornée à l'extérieur de C. 
Soit, en effet, b un point arbitrairement choisi dans l’inté- 


. = I , + 
rieur de C. Posons 3 — tt Lorsque z décrit C, la nouvelle 


variable & décrit un contour correspondant l. Lorsque z se 
meut en dehors de C, uw décrit l’intérieur de T'; il tend vers D 
lorsque z tend vers «; enfin, si l’argument de z est compris 
entre À, et À,, celui de w — b, qui lui est égal et contraire, 
sera compris entre les deux nombres — À, et — À,. 

Cela posé, faisons décrire à 3 une ligne quelconque L et 
à u une ligne correspondante À ; on aura 


frode [()ene 
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et la première intégrale tendra vers une valeur déterminée 
lorsque L s’allonge jusqu’à linfini, si la seconde tend vers 
une valeur déterminée lorsque À s’allonge de telle sorte que 
son extrémité se rapproche de D. C’est ce qui aura lieu en 
ellet, en vertu des théorèmes précédemment démontrés, car, 
si l’on a 


M 
[fCs de eu ta >1, 
on en déduit 
j M 
ex < < Ta ope Fat Que 
et si 
ERA DDR 
on aura 
I 
I I es 
D en ee Re pus) TN 


q étant bornée et monodrome dans FT. 


297. On peut compléter les résultats ci-dessus par la 
remarque suivante, qui nous sera souvent utile : 

Soit f(z) une fonction de z telle que (3 — b)f(z) tende 
uniformément vers une limite fixe M lorsque z — b tend vers 
zéro (ou vers æ), pour toutes les valeurs de son argument. 
L'intégrale | f(:) dz, prise sur un arc de cercle de rayon p 
ayant à pour centre et correspondant à un angle au centre 
© — 20, tendra vers 4M(v,—v,) lorsque p tendra vers zéro 
(ou vers æ). 

On a en effet, sur le cercle considéré, 


M + 0 
Eee 


à étant un infiniment petit ; et d’autre part 


3—b—po( cosp+isino), 
3 —p(—sinp+icosp) do —1i(: — b) do. 
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free f'orsoie 


Le premier terme a pour valeur #M{+,— ,) et le second 
a pour limite zéro ; car son module ne peut surpasser 
n[9:— %%|, n étant un infiniment petit, égal au maximum 


. Donc 


de [o|. 


298. Soit f (3) une fonction monodrome dans tout le plan 
(ou tout au moins dans la région du plan que nous nous bor- 
nerons à considérer). Si elle présente des points critiques, 
ceux-ci auront une position fixe et resteront critiques quel 
que soit le chemin suivi pour les atteindre (1. [, n° 351). 

Ces points pourront être de nature très variée, comme le 
montrent les exemples suivants. 

Nous donnerons le nom de pôles aux points critiques de 


la fonction f(z3) qui sont des points ordinaires pour 
Tels seraient, par exemple, les points critiques d’une fonc- 
ton rationnelle de 3. Rs 
Aux environs d'un semblable point a, Fo dévelop- 
pable par la série de Taylor. En outre, le terme constant doit 


s’annuler, car autrement le point ne serait pas critique : on 
aura donc, aux environs de ce point, Ni 


I 
et, en effectuant la division, 


À > A, # 
(=) = GER AT +o(s), 


©(z) étant une série de puissances entières et positives de 
32— a. | CRE 

Le nombre m, nécessairement entier, se nomme l’ordre 
de multiplicité du pôle a. 
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La fonction f (3) devient infinie au pôle 3 = a; mais elle 
reste évidemment finie et continue, ainsi que sa dérivée, pour 
toute autre valeur de 3 suffisamment voisine de a. Les pôles 
sont donc des points critiques isolés. 


299. On donne le nom de points singuliers essentiels 
aux points critiques des fonctions monodromes autres que 
les pôles. 

Pour en donner un exemple, considérons la fonction 


1 
ee) CR, 


Elle est toujours finie et déterminée, ainsi que ses dérivées, 


sauf pour 3 — a. En ce point elle devient indéterminée. En 
effet, soient &, un nombre quelconque autre que zéro, logu, 
un de ses logarithmes choisi à volonté. L’équation 


1 
GAL +— 
NET 


a une infinité de racines, données par la formule 


= logu, +2ÆTi, 
; 

RE 1 ne PT RO TER TOR CEE CENT 
loguy +<2ATi 

Comme on peut prendre Æ aussi grand qu’on veut, on voit 
qu'il existe des points aussi rapprochés qu’on voudra de a et 
pour lesquels la fonction prend la valeur donnée w, choisie 
arbitrairement. 

Soit d’ailleurs 


z—a+p(cosp +—isino), 
on aura 


À (cos®—:sin®) 
u = eP 


Si 3 tend vers &, o tendra vers zéro. Si donc coso reste 
positif et plus grand qu’un nombre fixe À, le module de w, 
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— cos ® 4 À a . , 
, croîtra indéfiniment. I] tendra au contraire vers zéro 


si Coso reste << — e 


300. Passons à la fonction 


Elle devient infinie pour toute valeur de 3 de la forme re ; 


Æ étant un entier. En outre, elle devient indéterminée pour 


Z —= O. 


sont des pôles. Posons, en effet, 


Les points LA ee = 


I 


2 he 
KT k 
il viendra 
j KT . 
© = Kn— KR ENS 
: 1+ Th 
I . I k CURE EDEN) 
— —=sin-—(—1)""tsin({?r?h —...), 
U Z 
expression développable suivant les puissances entières et 


L 


positives de la quantité k — z = 

Le point critique 3 = o est d’une nature toute différente. 
Soient en effet w, un nombre quelconque autre Le. ZÉTO, 
e l’une des racines de l'équation 


il 


sin VE 


L’équation 


aura une infinité de racines, données par les formules 


I 
PE vphubr PEL pile AE 
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Parmi ces racines, il en existe qui sont plus rapprochées 
de zéro que toute quantité donnée. 

Ce résultat rappelle celui que nous avions trouvé pour le 
point critique de l’exemple précédent. Mais nous devons 
signaler ici cette circonstance nouvelle que le point critique 
n'est plus isolé; car tout cercle décrit de ce point comme 
centre renferme toujours une infinité de pôles, quelque petit 
que soil son rayon. 


301. On formerait aisément des fonctions plus complexes, 
possédant une infinité de points critiques essentiels. Les 
points limites de cet ensemble seront de nouveaux points eri- 
tiques essentiels, qui pourront eux-mêmes être en nombre 
infini, et ainsi de suite. On peut même, ainsi que nous allons 
le montrer, construire des fonctions douées de lignes cri- 
tiques, dont tous les points soient critiques. 


302. Soit L un arc de courbe continue ayant pour équa- 


hon 
= p(0) + (0), 


où le paramètre £ varie de {4 à T.. 

Supposons que, dans cet intervalle, les fonctions © et 
admettent des dérivées, de telle sorte que la courbe ait une 
tangente en chaque point. 


Soit + l’une des fractions irréductibles moindres que 


T — #,,; et soit z,, le point de L qui correspond à 
l = Lo —- A . 
7 


Considérons l'expression 


les coefficients c,, désignant des constantes positives telles 
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que la série double 
Dee Qt EN ae EU Du LP 
ait une somme finie S. 
La série f (z) ainsi définie sera convergente et représen- 
tera une fonction uniforme de z, synectique aux environs de 


tout point non situé sur L. 
Soient, en eflet, 


€ une valeur RER de x; 
A la distance du point € à la ligue L; 
à une quantité quelconque tie que A 


Pour toutes les valeurs de z, comprises dans un cercle de 
rayon À — à décrit autour de €, on aura 


[ze 21S0 


et les modules des termes de f(3) seront au plus égaux à 
ceux de la série convergente 


Ÿ Cpq. 
Ô 


La série f (3) est donc absolument et uniformément con- 


vergente dans le cercle considéré. 
Il en est de même de la série dérivée 


PREND Te 


car les modules de ses termes sont moindres que les termes 


HIER 


de la série convergente 


SL 


10? 


Donc f(3) est synectique dans le cercle considéré. 

Tous les points de L sont critiques pour celte fonction. 
Chacun d’eux est en effet un point limite de l’ensemble des 
points 3». Mais chacun de ceux-ci est critique, car nous 
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allons montrer que, si z s'approche indéfiniment de l’un de 
ces points, tel que Z;4, en suivant la normale à la ligne L,, 
f(x) tendra vers l'infini. 

Supposons, en effet, les termes de la série f(z) rangés 
dans un ordre déterminé. On pourra décomposer cette série 


en deux autres 
ù «| Cas Cyù 
Nes Dire 
UD The o Sy — AS 
la première formée des ue premiers termes de fa) et la se- 
conde contenant tous les suivants. 
L'’entier uw est supposé assez grand pour que le terme 


C: . . 
T° figure dans la première somme. 
P 


Zik — 
Soit s la distance des points z;x et 5. Le module de ce terme 
ÉMET 
sera ——. 
€ 


Soit, en second lieu, n la plus courte distance du point z;x 
aux autres points Z,8; chacune des distances | z,g— | sera 
au moins égale à 


| Su — 3in| —|Z%ix—3|=n—Ee. 

La somme des modules des termes de la première somme, 
autres que celui considéré le premier, sera donc au plus 
égale à 

Cas S 


Enfin chacune des distances | z,3— :| sera au moins égale 


DEAD 
REC DE) Paie 
VORERE £ 


2e d'où, 


On aura donc 


= Cik D Cyù _ 1 S € 
MHONE DT (ou en — }: 


E 4 Dee 1e 


On pourra prendre x assez grand, puis e assez petit, pour 
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SE 


que ÈC;5, puis deviennent aussi petits qu'on voudra. 


1 — € 
Le terme entre parenthèses tendra donc vers c;x et f(z) 
vers æ lorsque : tend vers zéro. 


303. Les fonctions non monodromes peuvent offrir des 
points critiques encore plus variés. Nous nous bornerons à 
signaler : 


1° Les points critiques algébriques ou branchements 
alsébriques. Ce sont les points a aux environs desquels 
chaque branche de la fonction est développable en série 


I 
suivant les puissances entières et croissantes de (3— a), 
r étant un entier (le développement pouvant d’ailleurs con- 
tenir au début des termes à exposants négatifs). Aux diverses 


Le 


valeurs du radical (3— a)" correspondront 7 branches de la 
fonction, qui forment un cycle et se permutent circulaire- 
ment lorsque la variable tourne autour du point critique. 


>° Les points critiques logarithmiques où les branches 
de la fonction admettent des développements de la forme 
précédente, mais complétés par l’adjonction d'un terme lo- 
garithmique Alog(z—a). Une rotation de 3 autour du 
point & accroissant ce terme de la constante A.271, chaque 
cycle contiendra une infinité de branches. 


3° Les points critiques où chaque branche de la fonction 
admet un développement de la forme 


(z— a) /TA+HA (s—a)+A,(s—- a} +...], 


a n'étant pas rationnel. Chaque cycle contiendra encore une 
infinité de branches correspondant aux diverses détermina- 
tions de (z— a}. 


304. Revenons aux points critiques isolés des fonctions 
monodromes. Aux environs d’un semblable point, la fonc- 
uon admet un développement que nous allons établir, en 
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nous appuyant sur le lemme suivant, connu sous le nom de 
théorème de Laurent : 


Soit f(z) une fonction synectique dans lacouronne ctr- 
culaire comprise entre deux cercles c, c' de rayons r, r” 
ayant un centre commun a; et soit a+t un point quel- 


conque intérieur à celte couronne; f(a+t) sera repré- 
sentée par une série convergente de la forme 


77 = © 


{a +1) = ni ee 


F7 ® 


Soient, en effet, c et c' (fig. 30) les deux cercles qui li- 


mitent la couronne; y un cercle infiniment petit entourantle 
point a + {. On aura (t. 1, n° 206) 
ÉD 


. 
——————_—_—_— PA 


AT) 3 —a—t 
l 


f(a+t)= 


ou, comme (2) est synectique entre les cercles c, c', y, 


LINE EEE je 1 Eee SA 


JU 


Dans la première intégrale, on peut écrire 


I I l 
a  . 
3 —a—t 2 — a (5: —a) 
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t, dans la seconde, 


I 1 3—a (z— a)! (z— a)" 
salt. À L? Sos. Li (t(3— a —t) 


Substituant ces valeurs, 1l viendra 
n—1 


f(a+D=ÈË AE RH RE 


nt 1 


en posant, pour abréger, 


a ARR ED E RE [EEE 
De 2Ti — ARTE (za —a—t) 


j (2) dz 


ani) (z—a)"ri? 


A me 


cette dernière intégrale devant être prise sur le cercle € si 
m5 0, sur le cercle c' si m << 0. Mais on peut supprimer cette 
différence et prendre toujours l'intégrale sur le cercle exté- 
rieur C, car la fonction à intégrer est synectique entre les 
deux cercles. - 

Faisons tendre x vers ; il est aisé de voir que R, et R, 
tendront vers zéro. En effet, sur c, ona 


Js—al=r> lt, 
et,,en désignant par M le maximum de | f(3)| sur le cercle c, 


I [elrM 


(Res Er 


2T /’, 
d'où 
HMREE=Z0: 
On a, au contraire, sur c! 
Ls—al=r"<|e) l 
et, en désignant par M'le maximum de | f(z2)| sur c’, 


[eue I TIME 
er 0 — 
ah =, 


Ti , 


IR, 
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On a donc, ainsi que nous l’avons annoncé, 


fa+D=S A em. 


= 00 


305. Ce développement de f(a + t) en série, suivant les 
puissances positives et négatives de {, ne peut d’ailleurs 
s’eflectuer que d’une seule manière. 

Supposons, en effet, qu'on ait obtenu, par un procédé 
quelconque, un autre développement 


a+ 0 =S Be 
En le comparant au précédent, 1l viendra 
À ( BE ji 0. 


Divisons cette identité par {*T! et intégrons le long du 
cercle c. Chaque terme aura pour intégrale indéfinie une 
fonction rationnelle, qui reprend sa valeur primitive lorsque 
l’on revient au point de départ. Son intégrale définie est 


: I 
donc nulle. Il y à exceplion pour le terme en 5? lequel a pour 


coefficient B, — À, et pour intégrale indéfinie(B, — A, )log£. 
Son intégrale le long du cercle sera (B, — A,)2mt. On aura 


donc 
(Ba— An)2ri—0, : d’où Ben 


Cette relation ayant lieu quel que soit n, les deux déve- 
loppements serontidentiques. 


306. On peut incidemment déduire du théorème de 
Laurent la conséquence suivante : 


SÉRIE DE Fourter. — Soit f(3) une fonction de z satis- 
faisarit à la relation 
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et qui n'ait aucun point critique dans la bande comprise 
entre deux droites parallèles 1, L/, faisant avec l’axe 
des x un angle égal à l'argument de 2w. On aura dans 
cette bande 


(Se) 


(2) fo= ef 14+2 d'cos (3 — 5) f(x) da, 
L ns 


l désignant une droite de longueur 20 parallèle à Let{}, 
et située arbitrairement dans la bande. 


Posons, en effet, 


CHÉEULL d’où 3= log u. 
Ti 

Lorsque z se déplace sur une parallèle quelconque aux 
droites L, L/, son affixe croît de la quantité 2w4, £{ restant 
réel et variant de — æ à +. Ce changement multiplie w 
par le facteur et, quantité dont le module est 1 et l’argu- 
ment 2r{. La variable w, ayant son module constant, tonrnera 
sur un cercle ayant son centre à l’origine, et fera une révolu- 
ton complète chaque fois que 3 aura erû de 2. 

À chaque valeur de 3 contenue dans la bande située entre 
Let [/ correspondra évidemment pour & nn point de la cou- 
ronne circulaire comprise entre les cercles G et C/, respec- 
uivement correspondants à L et à L/. Chaque point de la 
couronne correspondra d’ailleurs à une infinité de points z, 
différant les uns des autres de multiples de 26; mais à tous 
ces points correspond une même valeur de f(z), en vertu de 
la périodicité admise. Donc f(z), regardé comme fonction 
de uw, sera monodrome dans la couronne considérée. Il est 
d’ailleurs évident qu'elle n’y a pas de point critique. On aura 
donc, en appliquant le théorème de Laurent, 


mTiz 


Lee] [+] 
(3) DRE TD tr (a di ) 
LE 20 — 00 
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À désignant l’intégrale 


sa RARE 


2TL urr+i : 


prise le long d’un cercle arbitraire c concentrique à C, C’ et 
contenu dans la couronne. 
Substituant à & sa valeur en z, cette intégrale se transforme 


évidemment en 
nmTiz 


frioe LT ET 
l 


26. 


l représentant un tronçon d'amplitude 2w pris sur la droite 
correspondante à c. 

On aura donc, en remplaçant la variable de sommation 3 
par une autre lettre «, afin d'éviter la confusion, 


mi Ta miTz 


JO=Y ZE free Ci 
RS l 


Il ne restera plus, pour obtenir la formule (2), qu’à rem- 
placer les exponentielles par leurs valeurs en sinus et cosinus. 

Ce développement d’une fonction en série trigonométrique 
a déjà été établi au Chapitre V, mais dans des conditions 
toutes différentes. Il ne s’appliquait alors qu'aux valeurs 
réelles de la variable; en revanche, 1l laissait plus de latitude 
pour la nature de la fonction f (3). 


307. Soit maintenant «a un point critique isolé d’une fonc- 
tion monodrome f(z3). De a comme centre, on peut décrire 
un cercle c ne contenant aucun autre point critique. Soit 
3—a+t un point quelconque autre que a pris dans ce 
cercle. On pourra tracer un cercle c’ concentrique à c et 
auquel 3 soit extérieur. Entre ces deux cercles f(z) sera 
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synectique, et l’on aura, en vertu du théorème de Laurent, 
ao 2 
fU)= Man SA, (sa), 
— D — © 


ce développement restant convergent dans tout le cercle c 
(le point a excepté). 

S1 la série précédente est limitée du côté des puissances 
négatives, le point & sera un pôle; sinon, ce sera un point 
critique essentiel. La série peut également être limitée du 
côté des puissances positives. Dans l’un ou l’autre cas, on 
pourra généralement déterminer par des procédés directs 
(notamment par la méthode des coefficients indéterminés) 


les coefficients de la série, et spécialement celui du terme en 
I 


5 4 

Ce dernier coefficient se nomme le résidu de f(z) par 
rapport au point critique a. Il offre une importance parti- 
culière, résultant du théorème suivant : 


308. Taéoreme. — Soient f(z) une fonction mono- 
drome dans une certaine région du plan; k un contour 
fermé sans point multiple, tracé dans cette région et ne 
contenant dans son intérieur que des points critiques 
ISOLES AN A, Te On VaLi na 


FO —IRINU TASER 
k 


A4, À°,,... désignant les résidus relatifs à ces points 
critiques, et l’intégrale étant prise dans le sens direct. 


Entourons, en effet, ces points critiques par des cercles 
infiniment petits c, c', .... La fonction f(z) étant synec- 
tique dans la région comprise entre ces cercles et le con- 
tour #, on aura (t. [, n° 205) 
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D 
[SL 


Mais on a, aux environs du point 4, 
f(3)= ZA, (s— a}, 


Intégrons cette série le long du cercle c. Chacun de ses 
termes aura pour intégrale indéfinie une fonction ration- 
nelle de z et son intégrale définie sera nulle. Il y a excep- 
tion pour le terme AÀ_,(z2— a) !, dont l’intégrale indéfinie 
sera À_, log(z— a), et l'intégrale définie 27/A_,. On a 
donc 


fr) AE ENINS.: 
On trouve de même 


IMOLEELE LEE 


et, par suite, 


f(z)dz—=onri(A ,; + A!,+...). 


k 


309. Ce théorème fournit une méthode féconde pour le 
calcul ou la transformation des intégrales définies. 

Soit, par exemple, f(z) une fonction jouissant des pro- 
priétés suivantes : 


1° Elle est monodrome et n'a d’autres points critiques 
que des pôles dans toute la région du plan située au-dessus 
de l’axe des x; 

> Sielle a des points critiques b, b', ... situés sur cet 
axe, ces points seront isolés, et /(z) pourra, aux environs 
de l’un quelconque d’entre eux, tel que D, se mettre sous la 
forme 


3 a 
(5) LOST ANT TT 


Eh Te D; 


\ 


3,, Be, ... étant des constantes réelles au moins égales à 1 
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et le reste p étant tel qu’on ait 
hm(z—b)p—o, pour BND 
3° Enfin elle peut également se mettre sous la forme 
M,s5ti+ M,zt+...+ oo, 


Ho, ... étant au moins égaux à — 1, et le reste & étant 


\ 
tel qu'on ait 


QE 


Nimec=0; pour Zion. 


Intégrons cette fonction le long d’un contour formé 
(fig. 31) : 1° d’un demi-cercle GC de rayon infini R, ayant 


Fig. 3r. 


pour centre l’origine et pour diamètre inférieur l’axe des x; 
2° de ce diamètre, à l'exception des portions avoisinant les 
points critiques b, b', ... auxquelles on substituera des 
demi-cercles €, c', ..., décrits de ces points critiques comme 
centres, avec des rayons infiniment petits r, r, .... 

L'intégrale prise suivant ce contour est égale (308) à 
2riXA, ÉA représentant la somme des résidus relatifs aux 
points critiques contenus dans le contour. 


Or cette intégrale se compose : 1° des intégrales f, f 
o € 


f ..., prises suivant les demi-cercles; 2° de l'intégrale / ; 
c! E 
prise suivant les portions reculignes du contour. On aura 
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f=rrDa-f-f-.—f: 


Cherchons ce que devient cette équation, lorsque R tend 


donc 


RAA NCL/T 7 'YOTS.ZErO, 


L'intégrale jk a pour limite, par définition, la valeur prin- 
L 


cipale de l'intégrale f f(xæ)dx, et, par suite, cette inté- 


grale elle-même, si elle a une valeur définie et déterminée. 
La somme YA s’étendra à tous les pôles situés au-dessus 

de l’axe des +. Chacun des termes qui la composent se cal- 

culera par un développement en série facile à effectuer. 


Enfin les intégrales fo fo has 1 sont aisées à calculer. 
G et C 


On a, par exemple, 


D'autre part, sa 8, > 1, 


ne re 


Lx B; —ri(f,—1) S 
HR LENS NE | eee 


CHASSE TES PT 


1 ee = [B, log(z — b)——B;ri 


L'intégrale de ce terme sera donc nulle, si 8, estun entier 
impair >> 1 (car on aura, dans ce cas, 1 — ERP = 0); 


4 
égale à une constante, si 6, —1, et, enfin, de la forme 6 4 
1 


dans tous les autres cas. 
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On peut calculer de même l'intégrale de chacun des autres 


Dos 


TT .... La somme de toutes ces intégrales se 


2 
termes ! 


réduira à zéro ou à une constante, si toutes les quantités G1, 
5, .. sont des entiers impairs. Dans le cas contraire, 1l est 


clair que, en faisant tendre 7° vers zéro, l’intégrale ft) dz 
F 


Cr 


tendra vers , et, par suite, la valeur principalede | f(x)dx 
sera elle-même infinie ou indéterminée. 
On peut calculer de même chacune des intégrales f se 


c' 


On a enfin 


frs): = fMi(au+...+ o)dz. 
C 


e/ C 


D'ailleurs (297 }, 


D'autre part, sm >—1, 


—R 
fs 2 dz — (an) — Mie (eFiitEEt) Le 1) RH 
C Hire R Bi Hi 


ELISIU ed. 


LS 


fs sé (M ose Mr 
C ; 


L'intégrale sera donc nulle si u, est un entier impair >—1; 
constante, si t,——1;de la forme KR&+!, dans tous les 
autres Cas. 


Donc [/te) dz se réd ‘ira à zéro ou à une constantesi pu, 
/t 


Mo, ... sont des entiers impairs. Dans le cas contraire, elle 
tendra vers © en même temps que R, et la valeur principale 


+0 
de fl f{3) ds sera infinie ou indéterminée. 
— 0 
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310. Posons à utre d'exemple 


| 
= 


_ 
LS 


a élant compris enLlre o'el"r. 
Si 


3 = p(coso + sin), 
on aura par définilion 
341 p4-l[cos(a —1)o +isin(a —1)®]. 


Choisissons celle des branches de la fonction où o est 
compris entre o et x. 


La fonction f (3) ainsi définie satisfait aux conditions du 
n° 309; elle a deux points critiques, o et 1. 


On aura donc (fig. 32) 


val. prince. f° fs ds —| [eff re 


Or z.f3 tend vers zéro pour 3 —o et z — ©; donc les inté- 
grales suivant Get c, sont nulles. 


PRET 


C 


Posant d’autre part £ = 1 + 1 on aura 


(1 + A) 


I 
RS AU T Cp 


Donc le point 1 est un pôle, de résidu 1 et l'intégrale 
suivant C, Sera — Ti. 
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D'autre part, l intégrale du premier membre se décompose 
en deux autres : . 


Dans la première, qui a une valeur déterminée, 3 = — p, 


2 = T, 
-a—1 a—1 
3 P 


(cosar +isinar) do 


el p varie de — « à zéro. 
-1 

do et par 
157 D 


gda-1- 


[_e] 
Si donc nous désignons par l'intégrale 
0 


dz, laquelle 


K, la valeur principale de la seconde f 
0 
est réelle, on aura 


— (cosar +isinar)l+K,=— Ti, 


d’où, en égalant séparément les parties réelles et les parties 


DÉS T 
= f : dp = — , 
1 p SIN AT 


K==Mlcos ame root 


imaginaires, 


Soit b une autre quanLilé comprise comme «a enlre Oo €L 1. 
On aura de même 
K,=—=17rcotbr, 
d'où 


Jr 


PRET er | 30—1 è 
val. prince. / —d3—=K,;K,;=r(cotarcormrr 
0 


D'ailleurs, 3 —1 n'étant plus un pôle pour la nouvelle 
S Za he: 30 1 
fonction Der valeur principale n’est autre que 
me JC 


l'intégrale elle-même. D’où cette nouvelle relation, décou- 
verle comme la précédente par £'uler, 


ce gai 2b0—1 
ÿL ——— dz—=m(cotarn —cotbT). 
0 


Lits 
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311. Soit, en second lieu, f(z) une fonction qui satisfasse 
aux conditions du n° 309 et qui, de-plus, tende vers zéro 


pour z — co. 
Considérons l'intégrale | ei f(3)dz, prise suivant le 
même contour qu’au n° 309. On aura encore 


val. prine. f eë f(s)ds mari A —f- ff: 
— æ C GES C 


Les intégrales f . -. pourront se calculer comme tout 
| te c 


à l'heure, car la fonction e pouvant être développée suivant 


les puissances croissantes de 3 — b, si f(z) peut être mis 
sous la forme (3), 1l en sera évidemment de même de e: f(3). 


Quant à l'intégrale f° elle aura pour limite zéro. Soit, en 
VC 
effet, u le maximum du module de f(z) sur le demi-cercle 


de rayon KR. On aura sur ce demi-cercle 


5 — R(cosp +:smo), 


o variant de o à x. On en déduit 


tr | tRcos®—Rsin® | —— ,—Rsino® 
lle ee 


et 
del =tds = "R'do: 


w| a 


T 
-jl Le NERO = LE ee SR 0: 
0 0 


on aura donc 
2 Q : 
Le module cherché sera donc 


| fers dz 
( 


| ALU ES 
Or, entre o et -, sinvz 
g ET 


moindre que 


Or, pour R— , u tend vers zéro, ainsi que e7*; donc 


cette expression Lend vers zéro. 
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312. Soit, par exemple, 


Cette fonction a un pôle 3 = ai au-dessus de l’axe des x et 
n'a aucun point critique sur cet axe. De plus, l'intégrale 


id APE ; PUS 
- ———; dx est finie et déterminée. Elle aura donc pour 
a+ x 


1 2: _ e!z 
valeur 2r4A, À désignant le résidu de ———— par rapport 
ai -Pz? 


au pôle ar. Or, si nous posons 3 = ai + h, cette expression 
devient 
ECM LES ER NM SUN 
2aih + h? FR ET 
Donc 


et 
er OL | OR 
rad 6e a 


Séparons encore, dans cette équation, la partie réelle de 
la partie imaginaire ; 1l viendra 


2 
COS T T 
———— dx = 6 7 
ROME a 


(2) 


CU 
sin æ 
———— dx — 0. 
DOME ER 


313. Développement de cotu. — La fonction cotz jouit 
des deux propriétés suivantes : 


1° Elle est impaire; 

2° Son module ne peut surpasser un nombre fixe x sur le 
périmètre d’un carré ABCD (/ig.33) ayant pour centre 
l’origine et pour côté 2p —(2n +1)7r, n étant un entier 
infini. 


INTÉGRALES COMPLEXES. 333 


On a en effet 


Sur les côtés horizontaux AB, CD on a 


Bios SONT 
d’où 
eFP+IX LE eXP—ix 
COLE = 1 ———— ; 
eFPHIX e Pix 
eP+ e—P 


|cotz | » 
eP—eP 


All 


expression dont la limite est 1 pour p = «. 
Sur les côtés verticaux 


I : 
s= 2 (n + Seti, 
À 1 ee — ey 
COURS ANS IV a 
Le + e) 
Itouz | 27. 


Notre proposition est donc établie, si l’on prend pour u 
un nombre quelconque > 1. 
Fig: 33: 


ÿ 


D C 


De la combinaison des deux propriétés précédentes on 
conclut que l'intégrale 


cotsz "PCOUz uw cotz 
A2 + + | dz 
J 5—u SU ES z(s5—u) 


prise sur le contour ABCD est infiniment petite. 
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En effet l'intégrale du premier terme est rigoureusement 
: cotzte . + 
nulle; car la fonction ——— étant paire, deux éléments de 
3 


l'intégrale symétriques par rapport à l’origine se détruisent. 
D'autre part, sur le contour d’intégration, dont la longueur 
est 8p, |:| est au moins égal à p; donc 


u COLz 
dz 
fo 


quantité infiniment petite. 


RCE 


Eu ÉPALERES Ce 
Pb = |aDo 


FU cotz 
Donc la somme des résidus relatifs aux pôles de e 
Der 
intérieurs au contour est infiniment petite. 
Or ces pôles sont : 
°. Le point z — u, avec le résidu cotu; 
2° Les points 3 — nn, n variant de — m à + m. Les 
| At I 
résidus correspondants SODV EE 7 
PTE ONt 


On aura donc à la limite 


= op à 1 À 


cotu + lim Ÿ ——— Ée. 09 
m1 = © NT — LU 
— N1 


ou, en réunissant ensemble les termes qui corp à 
deux valeurs opposées de , 


[ee] 
1 +Y au 
COLU = — ——— —;: 
u u?— n°T? 
1 


On trouverait, par un procédé analogue, le développement 
de toute expression de la forme sin? T' u cos? u, où à, u sont 
des entiers tels que À + ue soit négalif. 


314. Sommes de Gauss. — Soit 


2H is? 


L(2 
Lire ) 
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s et n étant des entiers. Cherchons à évaluer la somme 


n—1 


S <> a 
0 


2Ti(n—s)? 


On a 


2 
= 2mi(n—2s+ —) 
os He MY 


On pourra donc écrire 


E, désignant la somme 


I . £  e 
mA Ca T, + P+...+T 


| à 


où le dernier terme doit être supprimé sil 2 est pair. 
Formons une fonction admettant pour pôles les nombres 
5e ART 
entiers s et telle que les résidus correspondants SO1ErIT 
2T 


La foncüuon 
2Tiz? 


satisfait à ces conditions; ear aux environs du point s on a 


Ti(s+Ah)? T 5? T is? 
n n n 

e € I 
SS+HR)= =— = ————— — GARE à 


e?Tih _ 7} XIe ont h 


Intégrons cette fonction le long du contour figuré ci-après, 
où 
/è 
AH = -; 
2 
GEO 7 (quantité infinie), 


BC, FG demi-cercles de rayon infiniment petit e. 
L'intégrale est égale à la somme des résidus relatifs aux 
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pôles intérieurs au contour, multipliée par 274, soit à 


Mais l’intégrale suivant le demi-cercle BC (dans le sens 


MC ST 
Hip ar 


2 LA ® x A , \ } + 
L'intégrale suivant FG sera de même égale à — —' 
2 


SIZ> 
. 


On aura donc 


I désignant la somme des intégrales prises suivant les parties 
rectlignes du contour. 
\ n 
Or sur l'horizontale HA on a 3 = x + qi, x variant de - 
2 
à zéro. La foncuon f3 devient 
2TE s 
TL EN UE 
e 
e?Rix+ gi} I 2 
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5 a 
Le module du numérateur este  * ; celui du dénomi- 
nateur est au moins égal à la différence entre les modules 
de ses deux termes, soit 1 — 672727, Le module de l’intégrale 


aura donc pour limite supérieure 


ñ 4 TT (1 pa 
2 


n 
e / 
fl D Es, mi 
F Ie ET 


quantité infiniment petite. 


. Pau: : s , 1 
Sur l'horizontale DE, 3 — x — iq; x varie de zéro à 2 
le module de fz a pour limite supérieure 


ER GX 
n 


(52 
e?T4 —_—! 


et celui de l'intégrale a encore la même limite supé- 
I 


rIeure -—: 
4 q 4 
Passons alux côtés verticaux. Sur l’axe des y on a 3 — y, 


y variant de g à e, puis de — € à — q. L'intégrale sera donc 


Ë = ESA 
€ PT 
—- mm CL) Le 
fl 1 ni Aile 


Intervertissons les limites dans la première intégrale; 
changeons y en — y dans la seconde et réunissons les deux 
fonctions à intégrer ; 1l vient 


Or on voit sans peine que la parenthèse se réduit à la 
constante — 1. l'intégrale cherchée se réduira donc à 
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EL POULE 019 E0A 
- Du 


AR NE. 
if Lt. May: 
0 


À AT TR / ” 
Enfin, sur le dernier côté du rectangle, 3 — RE | 


y variant de — q à —e, puis de & à g. D'ailleurs 


CEE à 
€ 
ed — t dy, 
AL 
2mi(—+iy) 
e ju — I 
Ti 
ou, en développant et remarquant que e * — &, ei —\1, 
lens, 


Be (— Lie CRAN ï 


Il faut ajouter les deux intégrales prises de — q à —ec et 
de « à g. Pour les ramener aux mêmes limites, changeons 
dans la première y en — y et intervertissons les limites. La 


somme cherchée devient 
AT 


.q ss 2Ty Se TL 
. rdrra) CCS e 
Horn [ COMMUNE 
ê (— 12 ec?) ET (— 1) e?T) dy — 4 


LS 
o 


ou, en remarquant que la parenthèse se réduit à (— 1}! = &?# 


et aisante == 0 4 


On a donc finalement 


LE 


af FÉ ne CAN [l e nm dy, 


00) 


De PR 


are PRET 
ou, en posant \ Tr ds 
‘En re) 
: : AL 1%. 
SRE rte (E el [ CIRE 
V Te 0 


VA étant pris posilivement. 
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Reste à calculer la constante 


2 
Î conan. 
0 


On y parvient en donnant à À la valeur particulière n — 4. 
On a dans ce cas 


S=I+i+ + —2(1+i). 


La formule générale devient 


Substituant cette valeur, on a finalement 


31 À 2 
(1 +4 Hs 


2 


De — 


* o 
319. La valeur de l'intégrale | eT* dx pourrait encore 
0 


s’obtenir de la manière suivante : 


Æ 


A 


Intégrons la fonction e-* le long du secteur circulaire OAB 
représenté ci-dessus (fig. 35), OA = R étant infini. 
La fonction e-* n'ayant pas de point critique, l’intégrale 
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sera nulle et l’on aura 


f+f + fe. 
OA AB BO 


Or, sur OA, = — x, quantité réelle et l’intégrale est prise de 


zéro à w. Donc 
a Le +] 
.9 L nt 
[ 4} CRD —\/T. 
OA 0 É 


ae . , 'ATE 
Sur AB, on a z —R (cosy + zsino), © variant de zéro à 7 
Donc 
a 
AB 410 


Cette expression est infiniment petite, car son module est au 


plus égal à 


ou, en posant © — 


dE 

Â 
sd en A EU QUE 
"0 


s 5 ES : : 3 
Mais entre zéro et ce sind est au moins égal à - UE Donc 
T 


la valeur de l’intégrale précédente ne peut surpasser 


= | 
|A 


quantité qui tend vers zéro pour À — w. 
re T A 1e : D 
Enfin sur BO on aura z — p (cos "4 —+ Lsin A: 3? — 10° 


o variant de © à zéro. On aura donc 


T re L'rRe 
1 = (cos æisint) f ete dne 
BO 4 he co 


1 
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On aura donc 
I y T ANNE) VER 
Tr + COS — + L Sin — CR GO "0* 
2 A A Le 


we. ARRET 
ou, en multipliant par cos + — {sin -; 


{ { 
il CPEdo— = VR (cos? — in?) es (1 —&). 


Séparons, dans cette relation, le réel de l'imaginaire; il 


vient 
1 cos p? dp — [ sin p° rie Vr 
te 


‘0 


On retrouve ainsi la valeur des intégrales de Fresnel. 


316. Intégrons la fonction e74** (où a est positif) le long 


du rectangle ABCD (fig. 36) de hauteur À et de lon- 


ueur p + g. L'intégrale sera nulle ;: on aura donc 
Li 


ob 
Dee 


Mais si p et q sontinfinis / et f seront infiniment petits. 
BC AD 


el, par suite, 


En effet sur BC, par exemple, on aura 3 — p + it, t variant 
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de zéro à A, d’où 


| ea — | er 4 (p?+2ipt—t?) | : CAPE RE, 


| er t2 dz 


e/ BC 


pet (p? —h?) h 


quantité infiniment petite. 

D'autre part, on a sur AB 3 — x et sur BG 3= x Eh, 
æ étant réel et variant de — w à + «. La relation précédente 
se réduit donc à 


æ n fus. 
f e—4 (x + 1h)? dx = et} dr = V dis 
bé ee 


On en déduit 


D VT 
sl e—« X2— 2 ail dx — ee E . 
(ee) 


ci Va 


Posant ah — b et séparant le réel de l’imaginaire, il vient 
P 4 , 


œ EL Vr 
11 eT4* cos2bzdrz =e “—, 


«a 


— 


co 
î er sin2bTaAr= 0: 
— 


La première de ces formules avait déjà été établie (200). 
La seconde est évidente, la fonction à intégrer étant impaire. 


317. Intégrons la fonction 


"A ae 
e2Wiz— ; 
le long d’un rectangle ABCD de longueur p + q et de hau- 
teur 2 ayant son centre à l’origine ( fig. 37). 
Les pôles de la fonction sont aux points où 3 est un 
entier n; le résidu correspondant sera 


ee Tan 


= L 
2T{ 
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On aura donc 


à e- Ta 32 
—— ds = Lean, 
e’Tis I 
A 


BCD 


la somme ABCD s'étendant à tous les pôles contenus dans le 
rectangle. 


Fig. 37. 


A B 


S1 l’on suppose p = m + = q =m + D m, m/ étant des 
entiers infinis, la somme du second membre s’étendra 
den ——œàn— +0. 

Calculons, d’autre part, l'intégrale du premier membre. 

Sur BG, on a 3—p +17, y variant de — 1 à +1, 


| eTis I | ler pr] lé 


COTES 


quantité infiniment petite. La longueur BC étant égale à 2, 
l'intégrale suivant BC sera infiniment petute. Il en sera de 
même pour l'intégrale suivant DA. 
Reste à évaluer les intégrales suivant les côtés horizontaux. 
Sur AB, 3: = x— 1, x variant de — æ à + . Le module 
de e?T sera e?T, quantité >> 1. On pourra donc développer 


TE ‘suivant les puissances décroissantes de e?Të; on 
Cat 


aura ainsi 


—— co 


00 
AB 


200 
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Mais, d’après le numéro précédent, 


as 
vas = —: Donc 


a une valeur indépendante de n et égale à _ 
VTa a 


— a 
T n° 


Den 
a — € 
jf. Va HA 


Enfin, sur CD'onaz—x7+1,7x variant de oo a ©? 
Le module de e?T est e7?T quantité 1. On développera 


Il 
donc CRIE 


suivant les puissances croissantes de e27ë, On 


aura ainsi 
(+) 
l SOU 2H 
| — _— e?rRi(t+i), 
CNE D: 
0 


Changeant le sens de lintégration, on supprimera le 
signe — et l’on aura 


ce] 


2 
ei Ru e2nni(rT+i) 
CD — 00 0 
oo 


co ( SU 472 à T n°? 
Aa L+iI— —1 ST 
ne [ e re REA 


Réunissant ces deux intégrales, il vient 


< T n°? 


C0 
> e Tan — > ke. a À 
ARE 


== 100 


formule intéressante due à Cauchy. 


318. Considérons, en dernier lieu, la fonction 


1 
A ——— (n entier positif). 
Zn 1/1 — 9 wi 
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Intégrons-la le long d’un cercle c (fig. 38) de rayon 7 infini- 
ment petit, décrit autour de l’origine. 


L'intégrale sera égale au produit de 27£ par le résidu de 
la fonction correspondant au pôle z= 0. Mais on a, en se 
tenant à celle des valeurs du radical qui se réduità 1 pour 
D. 


I 
NZ +... 0 X, 2/0, 


tels 


X,,..., X», .… désignant les polynomes de Legendre (Cal- 
cul différentiel, 273). Divisant par 32*!, on trouvera évi- 
demment pour résidu X,. On aura donc 

x I : dz | 

2 Ti tip Crete 


Ce 


319. Le radical Vi — 2x3 +2? s'annule pour les deux 


valeurs de z qui ont pour affixe dx ain et 
ad'=x—V/x?— 1, Entourons ces points par des cercles Y 


et y/ de rayons infiniment petits o et 9’; Joignons ces cercles 
par une droite mm/ dirigée suivant la ligne des centres et con- 
sidérons le contour K formé par la droite mm', le cercle 7", 
la droite m'm et le cercle y. Soit, enfin, G un cercle de 
rayon infini tracé autour de l’origine. 
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La fonction à intégrer reste monodrome dans l’espace 
compris entre les contours GC, K et c. On sait, en eflet, que 
le radical change de signe lorsqu'on tourne autour d’un des 
points critiques & et a'; mais, tant qu’on ne traverse pas la 
ligne mn, on ne pourra tourner autour d’un de ces points 
sans envelopper l’autre en même temps, ce qui donne un 
nombre pair de changements de signe. 

On aura donc 


lle) + [+ f + [: 
C € K C mr 0 m'm v 


320. Or, les intégrales | ; iv! ont évidemment pour 
TR. = C tien | 
limite zéro (297 ). 
D'autre part, les intégrales / ef sont égales; car, 
mm m'mn 


aux points correspondants, la fonction à intégrer est la même, 
sauf le signe, qui est changé par suite de la révolution opérée 
autour d’un point critique, et la différentielle dz3 a également 
changé de signe, le sens de l'intégration étant renversé. 

Les points m et m' tendant d’ailleurs vers & et a’, ces 
intégrales ont pour limite commune l'intégrale 


78 


| d& 
GE Vi — 9X3 + 5° 


prise en ligne droite de a à a’, le radical devant être pris 
avec la valeur qu’il possède sur le côté droit de la ligne aa!. 

Changeons de variable en posant 3 = x + ÿ/x?— 1 cose. 
Il est clair que, lorsque 3 parcourra aa', cos® variera de +1 
à —1,eto de zéro à x. On aura d'ailleurs 


A Var? — sin o do, 


Vi—2æ3 +3 = +1 — x sino. 


TH 
RE 
2Tl ; Ti Es T ; (x + x? 1 cos o) 
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321. Il reste à déterminer le signe à donner à l'intégrale. 
Faisons l'hypothèse particulière + — 1, il viendra 


J [ 
SR = NN SET 2°? ‘ 
Vi=rs Dos MEN 


et, par suite, X,(1)—1. Quant à l'intégrale du second 


membre, elle devient 
te 
Re do PET 


LAVE 


C’est donc le signe + qu’on devra prendre. 
Supposons, au contraire, 4 ——1. On aura 


I I 
Vi—2xs +! PRESS 


Donc X,(—1)—=(— 1). L'intégrale définie devient, d’autre 


de 
Fe  — mr (1) RE 


Il faudra donc prendre le signe —. 
On voit donc que le signe à prendre dépend de la valeur 


part, 


de æ. Cherchons comment il varie avec x. 

Il est tout d’abord évident que ce signe ne peut varier que 
lorsque + passe par une valeur qui annule les deux membres 
de l’équation (4), ou rend l’un d'eux discontinu. 

Or X, est continu et ne s’annule que pour des points 150- 
lés, qu’on pourra toujours éviter dans le passage d’une 
valeur de + à une autre. Quant à l'intégrale du second membre, 
elle ne pourra devenir discontinue que si son dénominateur 
s’annule dans le champ de l'intégration. Il faut et il suffit 


Le SN , 
pour cela que ——— soit réel et compris entre — 1 et +1, 
L?— 1 
: 


et, par suile, que Ereag soit positif et 1. Cela n’aura lieu 


que si æ? est réel et négatif. L’axe Oy sera donc la ligne de 
démarcation entre les valeurs de x pour lesquelles on doit 
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prendre le signe +, et celles pour lesquelles on doit prendre 
le signe —. 

Si x est purement imaginaire, la relation (4) est d’ailleurs 
illusoire, car la fonction à intégrer devient infinie dans le 
champ de l'intégration, et de telle sorte que l'intégrale est 
en réalité indéterminée. Ce défaut de la méthode provient 
de ce que la droite aa’ passant dans ce cas par l’origine 
des coordonnées, qui est un point critique de la foncuon 

Il 
Ne 


vant cette ligne. 


» 11 ne saurait être question d'intégrer sui- 


322. Si, dans l'expression 


n I x dz 
À = —> | ——— — ; 
See SR de 
nous changeons de variable en posant 3 — = d’où dz — — ar 


il viendra évidemment 
; I — ét di 
DST T Vi—ozt+t 
JC Nibee 2MiCE l 
C désignant un cercle de rayon infini. 


La nouvelle fonction à intégrer restant monodrome entre 
le cercle G et le contour K, on aura 


PEN 
C K aa! 


Dans cette dernière intégrale, posons, comme tout à 
l'heure 
LL HCOs, D: 
il viendra 
PR OCR 


Nr 0 


et, par suite, 


X,—=+ (x + Vx?—1 coso)” do. 


+ 1 coso)" do 
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Pour # —1,1l faudra prendre le signe +. Ce signe devra 
d’ailleurs être maintenu, quel que soit x, car les deux 
membres de l'équation sont toujours continus. 


323. L'intégrale 


un 
do 
——— 2 ——————— — ae TX,, 
(TE V/x 7 coso)" 1 
0 : NT 


que nous venons de considérer tout à l'heure, nous fournit 

l'exemple d’une intégrale définie, dépendant d’un para- 

mètre x, et qui change brusquement de valeur lorsque x 

passe lui-même par une valeur pour laquelle l'intégrale cesse 

d’être déterminée. C’est là un phénomène très habituel. 
C’est ainsi que l'intégrale 


[LE a 
RL 


où f(z) désigne une fonction synectique dans l’intérieur du 
contour fermé K, est égale à zéro si le point x est extérieur 
à K,etàa27c/(x) s'il est intérieur; elle est indéterminée si 
æ est sur K. 


324. Considérons plus généralement l'intégrale 


HÉsEe) 
—— —— ds, 
lue 


où L désigne une ligne continue sans point multiple, F et G 
des fonctions entières. 

Donnons à x une valeur particulière £; et soient &,, €», : 
les racines de l’équation 


(5) Lo A0 


Chacune d’elles variera, comme on sait, d’une façon continue 


avec £. Si aucune d'elles n’est située sur la ligne L, l’inté- 


grale considérée aura pour les valeurs de x voisines de Ë une 
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valeur déterminée, et représentera une fonction synectique 
de +, dont les dérivées successives pourront s’obtenir par la 


dérivation sous le signe [' 


Le 


325. Supposons au contraire, que, pour + — 6, l’une des 
racines Cy; Ge, -..s0 par exemple C,, SOI! siTUéé Ours 
Admettons d’ailleurs que Ÿ, ne coïncide pas avec les extré- 
mités a, b de la ligne L, et que ce soit une racine simple de 


; . UC 
l'équation (5), de telle sorte qu’on ait JE. Ge E)Zo. 
il 
L'intégrale | sera indéterminée ; mais, si l’on remplaçait 
L 


la partie mn de L voisine de ©, par un are de courbe peu 
différent mpnr ou mqn (fig. 39), on obtiendrait deux nou- 


Fig. 39. 


“æ 


velles lignes ampnb = L,, amgnb = L,, le long desquelles 
l'intégrale aurait une valeur déterminée. Entre ces deux 


FÉSSE 4% 
lignes, la fonction JS admet un seul point critique 
G{s; 6) 
ÿ : | 
3 —Q,,iux environs duquel on a 
OF 
F(Z NE) = RENNES Ier na CR PUR Dre 
S1 
ù 0G 
G(s, ES SRE ee 
S1 


Ce point est donc un pôle, auquel correspond le résidu 
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et l’on aura 


EPST) D ŒAUAR 
le rl 0 TIR 
oc fc 


D'ailleurs chacune de ces deux intégrales IE 1 variera 
L, Li 


d’une facon conunue avec x (aux environs de x —£). 
À chaque valeur de x infiniment voisine de £ correspond 
une quantité 3,, racine de l’équation 


tite Die 0 


etinfiniment voisine de £,. Supposons que x varie de telle 
sorte que lorsqu'il franchit la valeur &, 3,, qui franchit au 
même instant la valeur C,, passe de la région mgn à la 


région mpn. L'intégrale fl s’accroîtra brusquement de la 


LE 


quantité 2x1 À. Considérons, en eflet, deux valeurs x’, x" de x 
infiniment voisines l’une de l’autre et comprenant entre elles 
la valeur £. Pour + = x', 3, étant situé dans la région mgn, 
il n'existe aucun point critique entre les lignes Let L, ; on 


Ft 27 ANNE TA) 
——————— ds = | = 4\d;, 
GC #) nie ts Ts) 


et, à la limite, l’intégrale du second membre variant d’une 


aura donc 


facon continue, 


Pour + = x”, 3, étant situé dans la région mpn, ce sont 
les intégrales suivant L et L, qui seront égales, et l’on aura 


TE LU PR ACTES 
az, (5, &”) H G(3,6) 


Etsiz) 
. G(z;:æ) 


l’autre de la valeur x — 6, une discontinuité égale à 274 A. 


L'intégrale dz éprouvera donc, d’un côté à 
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326. Remarquons toutefois que > = £ n’est pas un point 
critique pour la fonction analytique que représentait linté- 
grale. Car si l’on suppose que la ligne L, au lieu de rester 
fixe, se déforme progressivement au moment où elle serait 
près d’être atteinte par le point variable 3,, l'intégrale prise 
suivant cette ligne mobile restera continue, ainsi que ses 
dérivées. Or on peut toujours éviter la rencontre entre la 
ligne variable et les points 3,, 3:, ..., racines de l’équatuon 
G(z, x) — 0, sauf dans les deux cas suivants : 

° L'un des points 3, 32, .. tend vers l’une des“extré- 
mités &, b de la ligne L (lesquelles restent fixes); 
Deux racines 3,, 3:, situées de part et d'autre de L, 
tendent à se confondre en une seule racine double. 

On voit donc qu'à la condition de déformer à propos la 

ligne L d'intégration, l'intégrale ke considérée comme fonc- 
| L 
tion du paramètre +, ne peut avoir de points criliques que 


pour les valeurs de x pour lesquelles on a 
Ga) 0 ou Ga r0 


ou simultanément 


G(z,x) — 0, te 


IT. — Intégrale de Cauchy. 


327. Soient f(3) une fonction qui, dans l’intérieur d’un 
contour fermé K, n’admette d’autres points critiques que des 
pôles ; © (z) une autre fonction synectique dans l’intérieur de 
ce contour. Nous allons nous proposer d'évaluer l’intégrale 


re 
Le. Ne 


Pour cela, cherchons Rs à déterminer les points ceri- 


liques de la fonction o(z ){ EC Re dans l’intérieur de K. 


Ta) 
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Soit a un point quelconque intérieur à K; (3) étant 
synectique, on aura, aux environs de ce point, 


o(z)—=oq(a)+o'(a)(s—a)+...…. 


D'autre part, si & n’est ni un zéro ni un pôle pour f(3), 
on aura un développement de la forme 


f(a)= A Ass a) ht + (4,20); 
d’où 
f'(z3) = Ai+oA,( — à) ra 
= fete) 0e e dE 
en ne 
Donc a est un point ordinaire pour p(3 Le = 


Supposons au contraire que @ soit un zéro de f(3), et 
soit » son ordre de multiplicité; on aura un développement 
de la forme 


fU)=(s—a)"[\+A(s—-a)+A,(s—a)+...1, 
et, en prenant la dérivée logarithmique, 


Je) mm, AtaA(s—a)+... 

ff) 3-4. Aj+Ai(s—a) +... 
7 

— Eu Pan (e RIEEE 


A 
A3 


l(Z ( 
(z) res = _— nl Gears 
TR : | FE) 
point a est donc un pôle pour la fonction (3) Fa 


et le résidu correspondant est mo(a). 
Enfin, si le point & était un pôle de f(z) d’ordre de mul- 
uplhicité m, on aurait un développement de la forme 
f(z)=(z—- a) "TA, +A,(zs—a)+...], 
_ 


et l’on verrait de même que «a est un pôle pour o(z 7 


et que le résidu correspondant est — »70(a). 
J. — IL. FE 


394 SECONDE PARTIE. — CHAPITRE Vi. 


Cela posé, on sait (308) que l'intégrale cherchée est égale 


FC) con- 


à la somme des résidus relatifs aux pôles de (3) Fa) 


tenus dans l’intérieur de K. Si donc la fonction /(z) admet 
dans l’intérieur de K les zéros &,, ..., &;, ... avec des ordres 
de multiphicité m,,"..,:m;, -.-1et.les pôles ARS 
avec des ordres de multiplicité 1, ..., lux, ..…, on aura 


_ no Le. 7 ds — Zm;o(a;)— 2x p(ax). 


S1 Les zéros et les pôles sont tous simples, on aura 


(1) IE o(z ) © d3 = 3 q(a) — Zo(ax). 


On peut s’en tenir à cette dernière formule, car la précé- 
dente s’en déduit en supposant que plusieurs zéros ou plu- 
sieurs pôles, primitivement distincts, viennent à coïncider. 


328. Supposons, en particulier, f(z) = 3%; il viendra 


Soit en second lieu f (5) —1. Chacun des termes o(æ), 


o(4x) se réduisant à l’unité, nous aurons 


RP 
ri Je Eds = MN, 


M désignant le nombre des zéros a; et N le nombre des 
pôles #; (comptés chacun avec son ordre de multiplicité). 


329. Remarque. — Soient z = x + yi, f(s) = P+Q;; 


on aura 
RARE NOR 
mode Li Qi) + const. 


fl . Q 
= > Log(P?+ Q?)+ Zarctang By + const. 
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En intégrant suivant le contour K., le logarithme arithmé - 
tique reprend la même valeur aux deux limites. D'autre 


Q 


part arc tang 5 se sera accru de (k— k')r, k désignant le 
P 
infini, et £’ le nombre des passages inverses du négatif au 


nombre de fois que + passe du positif au négatif en devenant 


positif. On aura donc 


A TO AE Ne DR EN 
Qi HE 2Ti MT 2 


330. Application. -- Soit 
HR E-QsreT EEE. 0 
le premier membre d’une équation algébrique. L'intégrale 


SAR 
2T I ne) 


donnera le nombre des racines contenues dans l’intérieur 
de K, car la fonction f(3) n’a aucun pôle (à distance finie). 

Pour obtenir le nombre total des racines, nous prendrons 
pour K un cercle de rayon infini. L'intégrale sera 


I He Ne] | STEP : I n dz 


DE ds = — 
2TL DRE CT UE TEEN 2TL 2 
!_K FU 


(1+E), 


: étant infiniment petit pour 3 infini. On aura donc à la 


Une ds 
AU 


limite 


D'autre part, 


Le nombre des racines est donc égal à n, degré de l’équa- 


lion, 
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331. Formuze ne Lacrance. — Soient f(z:)et®(z) deux 
fonctions synectiques dans l’intérieur d’un certain con- 
tour K; x un point intérieur à ce contour; à une con- 
stante assez petite pour que la condition 


a f(3) 


nn” À) 


soit satisfaite pour tous les points du contour K. 
Ces suppositions admises, l'équation 


3—=r+af(z) 


admettra une racine unique a dans l’intérieur du con- 
tour, et o(a) sera donné par la série convergente 


(3)  p(a)—=p(x)+af(x)p(æ)+... 
a 


1.2...n dant 


La fonction 


F(z)=:z—x—af\(3z) 


n'ayant pas de pôles dans le contour, le nombre des racines 


&, &i, .… intérieures au contour sera donné par l'intégrale 
[ A) 
Er = dz, 
DATI ARE ESS 


et, plus généralement, l’intégrale 
1e CARTER ES EU ER 
Hhorr : F(z) PR Fra | 160) # 


sera égale a do(a). 
Pour évaluer cette intégrale, dont la première n’est qu’un 
cas particulier, développons en série le facteur 


Lo 1 a f(z)}" 
F(3) 3—x—af(3) SE PATES 
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Cette progression géométrique étant uniformément con- 
vergente sur K, on aura, en intégrant terme à terme, 


Der fois eos Dé 


2T (z —æx)"+i 


Lee] 


© 


LS 
= Yo (a) fa) a f'(æ)]) 
oo! d'! 
pi) De era EMA 


gl d'—1 
een ve IC CN 


CAL d' —1 


3 d Vite 
LOUE Te 9(e) Le) nee) Le)" Ce) 


ee HE 
FA, D rer ta HAN ESE 
Dans le cas particulier où la fonction + se réduit à l’unité, 
cette expression se réduit à 1. Il n’y a donc qu’une racine a 
dans l’intérieur du contour, et l'expression précédente de I 
donnera la valeur de o(a). Le théorème est donc établi 


392. Taéorëme. — Soit S(z, u, v, ...) un élément de 
fonction analytique dépendant de plusieurs variables 2, 
HV. et tel queléquation 


SE NONO 0 


admette une racine nulle, de l’ordre n de multiplicité. 
Pour un système de valeurs infiniment petites donné 
Dot l'équation 


Se lo 


admettran racines infiniment petites; 2° ces racines satis- 
feront à une équation de la forme 


F=zr+p;zt-li+,,. + p;,—=o, 
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OÙ Pi, -., pn Sont des fonctions de u, +, .…, synectiques 
aux environs du point (0, 0, ..…); 3° enfin, on aura iden- 
liquement 

DESTINE RCE 


G étant un nouvel élément de fonction analytique qui ne 
SANTO PLUS DOUTE Ur NEO) 


Mettons en évidence, parmi ceux des termes de la série S 
qui sont indépendants de uw, #,..., celui dont le degré en z 
est le moins élevé; on pourra écrire 

Serre 2 Aug... 5% UP ln rate le 
es exposants @ /, … satisfaisant, dans chacun des ter 
I EME EE usf t, d ] des termes 
de la série T, à l'inégalité 
DAT INDES TEE 

En effet, dans ceux de ces termes où f$, y, ... sont nuls à 
la fois, « est au moins égal à n + 1. | 

Soit d’ailleurs p une quantité fixe, moindre que le rayon 


de convergence de l’élément S. 
La série S et sa dérivée partielle 


OS | oT 

net À 2 a Augy... 3%! uBpY.. — nazt-1+ — 

Oz Î Ôz 
étant absolument convergenites pour Z=uUu—V—...— 9, 


les sommes 
c'e >| RE Pons ar man nt A aBy.. [pt—1+ Bytes 


seront finies. 

Nous allons établir qu’on peut assigner une quantité fixe À 
telle que, pour tous les systèmes de valeurs des variables e, 
u, Ÿ,.. qui satisfont aux inégalités | 


er [u=pers NÉE ne A 


”. : 
1° l'équation S(z, u, 6, ...) — o n'ait aucune racine dont le 
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module soit Z pà et 5 pe; 2° elle ait n racines de module < pe. 

Donnons, en eflet, à 3 une valeur quelconque, dont le 
module on soit compris dans l'intervalle de 5À à pe; le pre- 
mier terme de S(z, u,e, ...) aura pour module 


| a tete 
Quant au module du reste T, 1l sera au plus égal à 


Z! AG... | (one the ts )B+Y+.. 
; Z| A 487. hrs ner (BH Y+), 


Si l’on suppose À< 1 (d’où r<1), cette quantité sera au 


plus égale à 


> | À a8y. Jon BET+ n°+! mr on"+! ï 
On aura donc 


SCz, ARTE ni) le | alp"n"— on"#1= "| a [p*— on]. 


, il en sera de même 


|a|o" 
‘e) 


Si donc À est choisi moindre que 


a fortiori pour n, et (3, u, v, ..…) ne sera pas nul. 


333. Notre premier point étant ainsi ‘établi, cherchons le 
nombre des racines de l’équation S(3,u, P, ...)— 0, dont 
le module est moindre que pX (et, par suite, moindre que pe). 
Ce nombre est exprimé par l'intégrale définie 


08 
I Oz 
sms 


prise suivant un cercle C de rayon pÀ décrit autour de l’ori- 
gine comme centre. Or, d’après ce qui précède, on a pour 
tout point de ce cercle 


| di | Some 
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et, par suite, 


r 


S=asr+T=as (is }=as" (+0), 


Fr 
4 étant une quantité dont le module est au plus égal à 


À n+i1 sh 


laj(pA)e — Jalp® 


On voit de la même manière qu’on aura 


EE DA A aBy… | (pA )a1 (part) Prose 
27 À By. (DAS ÀG—1+(2+1)(8+Y+...) 
vi 
et 
4 OT 
() — =li—1 CE | _— ln —1 ! 
CE = 4 PPT — nas (1+ 0"), 


9’ étant une quantité de module au plus égal à 


g'}" g'À 


na DA EMDNES Fate 
L'intégrale à calculer sera donc égale à 


I EE NA NV r 0 I CL. 


2Ti 


PRÉ TET  DEte En iavts | DONC 

Le premier terme a pour valeur n. Quant au second, il 
sera nul, si son module est <1; car on sait d’avance que la 
valeur de l'intégrale cherchée est un nombre entier. Or ce 
module est au plus égal à 


g'} _ gÀ 
M LATE [a |p" (s'o+nc)À 
—  ——— © QTrn = ———, 
2T HEC | a |p" — oÀ 
Zen 


quantité qui sera 1, si l’on suppose 
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Si nous supposons que |w|,|c{|,... tendent simultané- 
ment vers zéro, on pourra faire décroitre en même temps 
la quantité e jusqu'à zéro. Les x racines z,, ..., 3, de mo- 
dule pe, dont nous venons d'établir l'existence, tendront 
donc vers zéro; les autres racines, au contraire, ayant leur 
module >> pÀ, resteront finies. 

La première partie du théorème est donc démontrée. 


3934. Pour établir la seconde, nous remarquerons que la 
somme s;4 des puissances Æiè"® des racines infiniment petites 
sera représentée (328) par l'intégrale 


_ dS 
I PU 
- dz. 
il S 


C'est une fonction de u, 6,... qui a une valeur unique 


et finie tant que les modules de ces variables ne surpasse- 
ront pas pÀ*+!, De plus, elle est synectique, car cette inté- 
orale admet des dérivées partielles finies et déterminées, 
lesquelles peuvent s’obtenir sans difficulté par la dérivation 
sous le signe f. 

Cela posé, les coefficients p,,..., px de l'équation F = 0, 
qui a pour racines Z,,..., 3, S expriment comme on sait par 
des polynomes entiers en 5,, 5:,...,s,. Ce seront donc des 
fonctions de w, v,..., synectiques dans le domaine consi- 
déré. 


290: Considérons enfin l'intégrale 


OS 
De ] AN à dz 
MES TI 2 Sr 


Elle aura une valeur unique et déterminée, ainsi que ses 
dérivées partielles par rapport à w,v,... et au nouveau para- 
mètre z/, tant que [w|,[v|,... ne surpasseront pas o}#tt et 
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que | z'| sera << oÀ. Ce sera donc une fonction synectique à 
l’intérieur de ce domaine. 

Sa valeur sera d’ailleurs égale à la somme des résidus 
relatifs aux pôles z', z,, ..., z, de la fonction à intégrer. Si 
nous supposons |w|, [e{f, ... au plus égaux à pet! et 
|z'|Soe, le pôle z' sera distinct des autres, et le résidu 


! 


correspondant sera égal à la valeur de pOur 272% 


1 OS 
S dz 
D'autre part, à; désignant l’ordre de multiplicité du pôle si, 


Ai 


. On aura donc 


le résidu correspondant sera - 


x 7 
(so). 


et, en changeant z' en 3 et désignant par Î ce que devient fl 


AT pe) 


+S CE UNE AA de 1 OF 
; Greta SU F oz : D 


A AS 
2 


par ce charigement, 


Intégrant cette équation, par rapport à 3, 1l viendra 


log = f 145, 


fra 
S Re PR RTC 
G désignant comme Î une fonction de z, u, v, ... synectique 
aux environs de l’origine, et qui d’ailleurs ne s’annule pas 
en ce point. 

Nous avons supposé, dans la démonstration précédente, 
que la quantité z' (actuellement remplacée par 3) a son mo- 
dule ph, mais > se; or & est arbitraire et peut être choisi 
aussi petit qu’on veut. L'égalité 


— FG 
subsistera donc pour toutes les valeurs de z dont le module 


est << p}, sans être nul. D'ailleurs, étant vraie pour 3 infini- 
ment peut, elle Le sera encore à la limite pour 3 — o. 
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III. — Théorèmes généraux sur les fonctions 
monodromes. 


336. On est convenu de dire qu’une fonction analytique 
f(zs) a pour z— un point ordinaire, un pôle, un point 
singulier esssentiel, etc., suivant que le point 2—0 est un 


: Le. . ; PS 
point ordinaire, un pôle, etc., pour la fonction f (2): 


D'après cette définition, une fonction entière a générale- 
ment, pour 3 —®, un point singulier essentiel; ce sera un 
pôle si la fonction se réduit à un polynome entier; un point 
ordinaire, si elle se réduit à une constante. 


331. Taéorkme. — Une fonction f(z) uniforme sans 
points singuliers essentiels, même à l’infint, est une fonc- 
tion rationnelle. 


En effet, elle ne peut avoir une infinité de pôles ; car, ces 
points étant isolés, ilne peul en exister qu'un nombre borné 
dans un cercle de rayon donné décrit autour de l’origine. 
Elle admettrait donc des pôles dont le module surpasserait 


+, , I . x 
toute quantité donnée ; fi) admettrait donc des pôles plus 
29 


voisins de l’origine que toute quantité donnée ; le point z —0 
serait donc un point singulier essentiel, et 3 — © serait un 
point singulier essentiel pour f (3). 

Soient donc a, b, ..…. les pôles de f (3) en nombre borné. 
On aura un développement de la forme 


ne A, = 
ROLE es in + me RAR CAE 


a)" ss” F5 


f1(z) admettant les mêmes points critiques que f (z), sauf a, 
qui est devenu un point ordinaire. On pourra poser de 
même 
B, B, 

TE ROUE Prey. IN LCA) 


fit rer 
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et ainsi de suite. On aura finalement 
fs) =S + o(:), 


S désignant une somme de fractions simples et (2) une 
fonction entière. 

D'ailleurs æ est, par hypothèse, un pôle ou un point 
ordinaire pour f(z). Or c’est évidemment un point ordi- 
- naire pour chacun des termes de S; c’est done un pôle 
pour ©(3),qui devra, par suite, se réduire à un polynome ou 
à une constante. 


399. THÉOREME. — Une fonction entière f(z), dont le 
module reste constamment inférieur à un nombre fixe M, 
est nécessairement une constante. 


En effet, f(z) admet un développement par la série de 
Maclaurin 
J(z)=f(o)+sf'(o) +...+ LEE +..., 


convergent dans tout le plan. Soit d’ailleurs C un cercle de 
rayon R décrit de l’origine comme centre; on aura (t. I, 


n° 207) 


d’où 
TR) 


PE 
FRAIS [Se RE ANT A NE 
or TO 


or R’+!1 < BR"? 


et, comme on peut prendre R aussi grand qu’on veut, on 
aura à la limite 


UC) 


—————— 


ÿ) 


Rise A4 
pour toute valeur de n; et, par suite, 
C2) NONE Op t 


339. On peut déduire, de la proposition précédente, une 
propriété importante des points critiques essentiels. 
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Taéorème. — Soit a un point critique essentiel de f(z), 
isolé des autres points essentiels que peut posséder cette 
fonction, et soit À un nombre quelconque. [l'existera aux 
environs du point a une tnfinité de valeurs de z pour les- 
quelles on aura 


|s—al<e, |f(s)—Al<n, 
quelque petits que soient eetn. 


Traçons, en effet, autour de &« un cercle C d’un rayon p 
assez petit pour qu'il ne renferme aucun autre point critique 
essentiel et considérons la fonction 


Ses points critiques dans le cercle seront les suivants : 

1° Le point critique essentiel a; 

2° Des pôles, aux points où f(z) = À. 

S1 ces pôles sont en nombre infini, ils convergeront vers 
le point limite a, et l’on aura, pour une infinité de valeurs 


de 3, 
|s—al<e, f(z) — À = o. 


Le théorème sera donc démontré. 

Si ces pôles sont en nombre fini, on pourra réduire o suf- 
fisamment pour que C n’en contienne plus aucun, eto(z), 
n'ayant plus qu’un seul point critique a dans ce cercle, 
pourra être développée, d’après la formule de Laurent, en 
une double série 


 o(z) SIC Bt raie 
0 1 


La première série sera convergente dans le cerele C, et si 
|s—a|<p/, 6 étant une quantité moindre que 5, son 
module ne pourra surpasser la constante fixe 


K ES | Aa | QUE 
0 
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La seconde est une fonction entière de , car elle con- 


verge dans tout l'intérieur de C (sauf au point a pour lequel 
PRES 
x 


est infini) et à fortiori en dehors de G, où 


HS 


est moindre qu’à l’intérieur. On pourra donc, d’après le 
théorème précédent, assigner à la variable une valeur telle 
que son module surpasse un nombre quelconque M. 

La valeur correspondante de [3 —a| sera <p/, si M est 
assez grand, car, lorsque |z—a|5p", |9 (3)] ne peut sur- 
passer la constante fixe 


DA IB2 PME 
1 


On aura donc à la fois 


EE Er 
et 
I 
2 | PISE pen RL + jam 
DOS Pr 
d'où 
y) 


I 
PAR MIE TT peer e 


et, par suite, en prenant p’ assez pelit et M assez grand, 
[s—a<e, [f(z) —A]<n. 


Ayant trouvé un premier point 3 qui sausfasse à ces con- 
ditions, on pourra trouver de même un second point 3, 
satisfaisant aux conditions 


[a—a|<[3—a/ NN) = ASE 


et ainsi de suite. 


M. Picard a démontré (! ) qu'il existe au plus deux valeurs 


(!) Mémoire sur les fonctions entières (Annales de l'École Normale, 
1580). 
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(finies ou infinies) de À pour lesquelles les relations 
|s—al<e, f(z)—A—=o 


n'aient pas une infinité de solutions. Nous nous bornerons 
à énoncer ce résultat. 

La proposition que nous venons d'établir s’appliquerait 
évidemment à tout point critique essentiel qui serait la limite 
d’une suite de points critiques essentiels de l'espèce que 
nous avons considérée. 


340. Une fonction entière peut ne s'annuler pour aucune 
valeur de la variable, ou admettre au contraire des zéros 
simples ou multiples, en nombre fini ou infini. Mais, dans 
tous les cas, ces zéros forment un système de points isolés 
(A n°339). 

Réciproquement nous allons établir la proposition sui- 
vante : 


Taéorèue De M. Werensrnass. — Étant donné un SyS- 
tème quelconque de points isolés as, 41, ..., &n,...,on 
pourra construire une fonction entière dont ces points 
soient les zéros. 


Nous supposerons provisoirement que l’origine z — 0 ne 
fasse pas partie de la série des zéros donnés à, &,, .... Si le 
nombre de ceux-ci est fini, le produit 


satisfera à la question. Si ce nombre est infini, le produit ci- 
dessus, contenant une infinité de facteurs, pourra devenir 
divergent, ce qui rendrait la solution illusoire. Mais on peut 
la modifier ainsi qu'il suit : 

Remarquons tout d’abord que les points &@,, &i, ... étant 
isolés, 1l n’en existe qu'un nombre limité dans une portion 
finie quelconque du plan, et notamment dans un cercle de 
rayon donné décrit autour de l’origine. On pourra donc 
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ordonner les quantités &, &,,... suivant l’ordre de gran- 
deur de leur module. Si plusieurs de ces quantités ont même 
module ou même sont égales (ce qui arrivera si l’on veut 
donner des zéros multiples à la fonction), on pourra les dis- 
poser dans l’ordre qu’on voudra. En tout cas, on aura évi- 


demment 
hinfas lc: 


==; 


Cela posé, considérons le produit infini 


P(2) =IL+ ti Eh 


où M, M, .…, M,, .… désignent des polynomes en £. 

Nous allons montrer que ces polynomes peuvent toujours 
être déterminés de telle sorte que le produit ci-dessus soit 
convergent et représente une fonction entière, satisfaisant 
aux conditions requises. 


Ona 


la ligne L d'intégration entre o et 3 pouvant être choisie 
arbitrairement. Mais on a 


= ÉTAT z an—1 g" 
An—3 an Dar NO nana at 4 
«0 !E æ 0 n n n FLE 3) 
= Fe 5? 7 Me É ss 
NET 2 Fin n n AE 
An 24» na, 0 an (ar ro 3) 


Si donc nous posons 


NE Z gn—i1 zn dz 
L Fire Ce —- ee + mo De ZE — ——————— 
An na an(An —3) 


nous aurons 
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Les polynomes M, étant ainsi déterminés, nous aurons 
satisfait à la question. Considérons en effet l’ensemble des 
valeurs de z dont le module ne surpasse pas un nombre 
donné p, et soit | a, | le dernier terme de la suite | &,|,|@, |, 
qui ne surpasse pas 0. On aura 


te x Ne 
P(5) =] Le" on 
mn 
0 


Or, dans le domaine considéré, on a|z|Zo, et pour les 
valeurs de r plus grandes que x on a, d'autre part, 


lee aus | > P; 


el, par suite, 


=n 


te c = 


an(An—%) 


4 pr 


rh (durs = p) 


! 
I 


, , , ® | 
Le terme général de la série > a donc son module 


moindre que le terme général d’une progression géométrique 
convergente etindépendante de z; la série sera donc unifor- 
mément convergente dans le domaine considéré. La série 


— 


ù L, sera convergente dans ce même domaine, car on a 


I 1= | f a ds 
S 0 


{ désignant la longueur de la ligne d'intégration. Or .e second 


pa n 


| Au +1 [* (| au+s EN 5 | 


AI 


membre est encore le terme général d’une progression géo- 
métrique convergente. 


a 


La série à L, sera donc, dans le domaine considéré, une 


D+t 


co 
fonction synectique, ayant pour dérivée ni d’,; il en sera de 
+1 

J. — II. 


WW 
= 
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même de l’exponentelle 


e 

2 Ÿ 
+1 

e* à 


qui d’ailleurs ne s'annulera pas dans ce domaine. 

Mais, d'autre part, l’autre facteur de P (z) est une fonction 
entière, qui ne s’annule qu'aux points &@5, ..., ay. Donc 
P(:) est synectique dans ce domaine et admet les zéros c1- 
dessus à l’exclusion de tout autre. 

Comme on peut faire croître indéfiniment le nombre 5, on 
voit que P(z)est bien une fonction entière, dont les zéros 
SORTIES NOIR | 


341. Nous avons supposé que le point 3= o ne faisait pas 
parue de la série des zéros donnés. Si l’on voulait obtenir 
une fonction pour laquelle ce point fût un zéro d'ordre m, il 
suffirait de construire, par la méthode précédente, une fonc- 
üon admettant les autres zéros de la suite et de la muluplier 
par 27. 


342. Ayant ainsi construit une fonction entière f (3) ayant 
les zéros demandés, proposons-nous de trouver l’expression 
générale des fonctions entières qui jouissent de cette pro- 
priété. 

Soit f,(3) = Q f(z) l’une d'elles. Le quotient Q n'aura 
évidemment ni zéro ni point critique à distance finie. Son 
logarithme n'aura donc pas de points critiques à distance 
finie et sera une fonction entière. En la désignant par U, on 
aura 


= er (ee 


Réciproquement, 1l est clair que toute fonction de la forme 
ci-dessus jouira de la propriété demandée, le facteur e!° ne 


pouvant devenir n1 nul ni infini. 


343. On donne le nom de fonctions méromorphes aux 
fonctions dont tous les points critiques situés à distance finie 
sont des pôles. 
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Soient F (3) une semblable fonction; &s, &a,, .… ses pôles; 
Lo, 1, .. leurs degrés de multiplicité. On peut, çonstrüiré 
une fonction entière f (3) ayant ces points pour zéros, avec les 
mêmes degrés de multiplicité. La foncuon F(2)f(z) =+(3), 
n'ayant plus de point critique à distance finie, sera une fonc- 
uon entière. La fonction | 


@ 


(3 
(3) 


sera donc le quotient de deux fonctions entières. 


sr 


| 4 CN de 


344. Les fonctions entières et les fonctions méromorphes 
rentrent comme cas particulier dans la catégorie des fonctions 
monodromes dont Lous les points critiques, situés à distance 
finie, sont isolés. Proposons-nous de déterminer l'expression 
générale de ces dernières fonctions. 

Soient f (3) une semblable fonction; a l’un de ses points 
critiques. On aura, comme nous avons vu (307), aux environs 
de ce point 


(2) te — a)" 


D ts —a)"+Ù A, (3 à +: pe o(z) + Ÿ(z) 
0 1 


Chacune des deux séries partielles © (3) et d(z) peut con- 
tenir un nombre de termes limité ou illimité; mais, dans ce 
dernier cas, elle sera convergente aux environs du point a. 

La série Ÿ (3) sera même convergente dans tout le plan 
(le point «a excepté). 

D'autre part, il est clair que a n’est plus un point critique 
pour la fonction © (3). La nature de la singularité que pré- 
sente la fonction f (3) en ce point est donc caractérisée par 
la seconde fonction partielle (3). 


345. THÉoOrEME DE M. Mirrac-Lerrzer. — Etant donnée 
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une sutle quelconque de points isolés &ç, &i:...; An, -.. 
ctune série de fonctions correspondantes %,41, ..., bn, 
de la forme 


ni = © 


Neue > Ann Ce Aa Rte 


11 — 4 


on pourra toujours construire une fonction monodrome 
f{z) ayant pour points criliques &ÿ, &i, ..., Ans +. et telle 
qu'on ait 

CR) = Pr ie D UT 


0, étant une fonction pour laquelle a, ne soit plus un 
point critique. 


On satisfera évidemment à la question en posant 


n = © 


HO (Ua—P,), 


TU— 0 


Si Po, .., Pr, .… désignent des polynomes en z, choisis de 
telle sorte que la série f(z) et la série dérivée 


f'G)=Ù (4: —P,) 


soient uniformément convergentes dans toute région finie du 
plan qui ne contient aucun des points critiques @, ..., Ans se. 

Cherchons à déterminer les polynomes P, de manière à 
satisfaire à cette condition. | 

Soient € le maximum du module de 3 dans la région con- 
sidérée,; Go, ...,.n, a less modulestides quantités 44 
n, .…:; nous les supposerons rangés par ordre de grandeur 
croissante, de telle sorte qu’on ait 


ina, pour = 00: 


Tracçons autour de chaque point critique &4,, et dans ses 
environs, un cercle c,, dont le rayon R, ne surpasse pas 
d’ailleurs une quantité constante, que nous désignerons par o. 
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On pourra assigner à »? une valeur finie #, à partir de laquelle 
on ait constamment 2 —p—@C>>1. Il résulte dé ‘cette 
inégalité que le cercle de rayon €, décrit de l’origine comme 
centre, ne coupe pas le cercle de rayon p décrit de a, comme 
centre. Mais le premier de ces cercles contient le point 3, 
le second contient le cercle c,; donc 3 sera en dehors du 
cercle c, (si n5k). 
Cela posé, on aura évidemment 


k—1 0 
J(2) = À (Ur — P,) +N (D FE. 
0 k 


La première somme ne contient qu'un nombre limité de 
termes, dont chacun est uniformément convergent dans toute 
région qui ne contient aucun des points @5, &, .… (car 
la série Ÿ, procédant suivant les puissances entières et posi- 


. : I . 
tives de la variable ——, sa convergence est uniforme); 


donc elle est uniformément convergente, ainsi que sa dérivée, 
de quelque façon qu’on choisisse les polynomes P. 

Passons à l’examen de la seconde somme. 

La fonction Ÿ, étant convergente dans la couronne com- 
prise entre le cercle €, et un second cercle C de rayon infini, 
et le point 3 étant d’ailleurs dans cette couronne, on aura, 
comme dans la démonstration du théorème de Laurent, 


bats) = ; ft YnCu) 
c 


2TL HS 2TL RUE 
n 


CRE . uw, (u 
La foncuon Ÿ,(u) et, par suite, la fonction __— ten- 


dant évidemment vers zéro pour u = , la première intégrale 
sera nulle (297), et l’on aura simplement 


Da (z) =— — Ph LATINE 


2TL U-Z 
Cn 
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w étant un entier que nous nous réservons de déterminer en 
fonction de n. 

Les premiers termes de cette intégrale donnent un poly- 
nome en zde degré 1 — 1. En le prenant pour P,, 1l viendra 


I zb 
Un — PE ee ren du, 


2T 1 


: Ù der y ( 
LP, =— — —, | V,(u) du. 


art) | uB(u— 32) uW(u—3) 


Le module de w sur le cercle c, est évidemment = a; — p. 
Soient M, le maximum du module del, (u) sur ce même 
cercle, À, un entier positif satisfaisant à l'inégalité 


(a AE 272) M,p < (2 — pyne 
On rendra les séries 


D (Un — Pr), DC —P,) 


convergentes en posant 


Lin noie 
On a, en effet, 


AESRRE M CHM,27p 
DA PAD (an — p}M(an— 0 —£) 


= ce K> 
> (ay — DE {Aou 211 


K, désignant le facteur 


£2 LE I 
(=) CE ome “lorpa © 


DES: D Ke 


K,, désignant le Her 


KE KE | 
4 Ê Ge (an—p—ê)(n+2à,) 


et 
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Les deux séries ci-dessus sont convergentes; car, sin tend 


€ 


L0 


terme général tend donc vers zéro. 


NE Nr tN: tendent vers zéro. La racine ni" du 


L'uniformité de la convergence résulte d’ailleurs de ce 
fait que ces dernières séries ont leurs termes indépendants 


de z. 


346. Ayant ainsi construit une foncuon f(z) satisfaisant 
aux conditions demandées, on obtiendra évidemment la fonc- 
uon la plus générale qui satisfasse à ces mêmes conditions en 
Jui ajoutant une fonction entière quelconque. 


347. Taéorime. — T'oute fonction uw qui a n valeurs 

pour chaque valeur de z et qui n'offre à distance finie 
. É AE 2 , 5 Q 1 l4 

que des points critiques algébriques est racine d'une équa- 
tion algébrique de degré n, dont les coefficients sont des 
fonctions méromorphes de 3. 

Ces coefficients se réduiront à des fractions ration- 
nelles, si la fonction n’a que des points critiques alge- 
briques, même en tenant compte du point 3: = +. 


Soient, en effet, Us, U, -.., Un_1s les n branches de la 
fonction. Un point quelconque a deviendra un point ordi- 
naire ou un pôle pour l’une quelconque d’entre elles, telle 


que wo, si Pon prend pour variable indépendante une puis- 
1 


sance fractionnaire de z— a, telle que (3 — a)! —Z. On 
pourra donc, aux environs de ce point, développer &w, en 
série convergente, suivant les puissances entières de Z. Le 
développement pourra d’ailleurs commencer par des puis- 
sances négatives, si le point considéré est un pôle pour w. 
Soit donc 
PN TE DZ UE 


Si 3 tourne 1, 2,..., q—1 fois autour du point a, Zse 
reproduira, multiplié par les diverses racines g'*"# de l'unité. 
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En les désignant par 9, 02, ..., 071, nous obtiendrons g —1 
autres branches de la fonction, représentées par les séries 


A 027,24 + B087$ nur 


ALTER OUEUNR LR 


Elevons ces égalités à la puissance k, Æ étant un entier 
quelconque, et ajoutons les résultats, Il viendra 


+ ui +... + nee = AZ EUZE +... 


D'ailleurs le premier membre ne change pas, si l’on y change 

| 5 D 
Z en OZ. Donc il en sera de même du second; donc les ex- 
posants À, 1, .. seront tous des mulüples de 4; donc, enfin, 
la somme ur SA rnune PAS 
vergente, suivant les puissances croissantes de la quantité 
1 3 — a. 


Tout autre cycle de branches associées uy, uyj1, .… don- 


sera développable en série con- 


nerait évidemment un résultat analogue. Donc la somme S; 
des puissances 4°" des diverses branches de la fonction « 
est une fonction monodrome de z, pour laquelle le point «& 
est un point ordinaire ou un pôle. Ce point a étant d’ailleurs 
quelconque, S; sera une fonction méromorphe. 

Supposons enfin que 3 = soit un point ordinaire ou, 
plus généralement, un point critique algébrique pour la fonc- 
uon w. Chacune des branches w,5,..., uy_, sera développable 
aux environs de ce point, suivant les puissances entières el 


: F A e I 
croissantes d’une puissance fractionnaire de -;, telle que 
{ 


_ 
23 


és — L; etun raisonnementidentique au précédent montre 
que æ est un point ordinaire ou un pôle de S4. Donc S4, 
n'ayant pour points critiques que des pôles, sera rationnel 
en 3. 

Cela posé, les quantités 4, .…, uy_, sont les racines de 
l'équation 
(uU— uo).. (Hu — Uni) =, 
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dont les coefficients, s'exprimant en fonction rationnelle et 
entière des sommes Si, ..., Sx, .…, seront des fonctions 
méromorphes (ou des fractions rationnelles) de 3 en même 
temps que ces dernières. 


348. Taéorëme. — Si l'équation en u est irréductible, 
on pourra, en faisant décrire à la vartable 3 un contour 
fermé convenable, passer de la branche u, à l’une quel- 


conque des autres branches u,,..., Uun_1. 


Supposons, en effet, qu'on ne püt passer de la branche w, 
qu'aux branches &,, ..., um, mais non aux branches sui- 
vantes 41... les branches w6, ui,..., um Seraient évi- 
demment permutées exclusivement entre elles, quel que fût 
le chemin suivi par la variable 3. Et l’on verrait, comme tout 
à l'heure, que les coefficients de l’équation 


(u— uw)... .(u—u»)—=0o 


seraient des fonctions méromorphes (ou des fractions ration- 
nelles) de 3. L'équation en uw admettrait donc un facteur de 
même forme et de degré moindre. 
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CHAPITRE VIL. 
FONCTIONS ELLIPTIQUES. 


I. — Des périodes. 


349. On dit qu'une fonction f(u) est périodique et ad- 


met la période 2w, si elle satisfait à la relation 
f{u+2w)= f(u). 


Si f(u) admet plusieurs périodes, 2w, 2w/, ..., 2w/, elle 


admettra évidemment pour période toute quantité de la forme 


2MG +2M WU +..., 


m, m,... étant des entiers quelconques, positifs ou néga- 
ufs. 

Si toutes ces quantités sont différentes, on dira que les 
n + 1 périodes 2w, 2w/, .… sont distinctes. Dans le cas con- 
traire, ce seront des fonctions linéaires, à coefficients entiers 
de rn nouvelles périodes: 0 201%" 07%%% 

En effet, il existe entre elles, par hypothèse, une équa- 
tion linéaire à coefficients entiers 


(1) 240 +240 +... 0. 


Soit a le plus petit (en valeur absolue) de ceux des coef- 
ficients a, a, .. qui ne sont pas nuls. On aura 
a = af Eire a"—=aqg"+r", se, 
! 4 st d ue ! : 
q, 4, ... étant des enters, et 7,7 
à a en valeur absolue. 


des restes inférieurs 
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Posons 
20+2q 0 +24 D +... 261 


Il est clair : 1° que 2w, est une période; 2° que 26, 2w', 
s'expriment par des fonctions linéaires, à coefficients entiers 
de 2w,, 2w/', .... Ces nouvelles périodes sont liées par la 


relation 
24m +27 D +...—=0, 


où les coefficients, sauf le premier, sont moindres en valeur 
absolue que dans l’équation (1). Par une suite d'opérations 
analogues, on arrivera finalement à un système de périodes 
20, 2Q/, .…. liées par une équation où tous les coefficients 
soient nuls, sauf le premier. Celle des nouvelles périodes, 
2Q% par exemple, qui figure seule dans l’équation, sera donc 
nulle et disparaîtra des formules, qui donneront 26, 2w", .…., 
2wbentoncuondée 20/20 23011, 


300. THéorkme. — Toute fonction admettant plus de 
deux périodes distinctes, ou deux périodes distinctes dont 
le rapport soit réel, admet une période de module moindre 
que toute quantité donnée. 


Supposons d’abord que nous ayons trois périodes dis- 
tinctes 


20 = à + Bi, 20 '— œ'+ (1, DU) 10 OL: 


Nous aurons, quels que soient les entiers m, m', m", la 
période 
2m +—2mo+2m'w"=ma+ma+m'a 
+ (m8 + m'B'+ m'B")c 


Soient M une limite supérieure des modules des quantités 
a, æ,w”, $, $', 8", et £ un entier arbitraire. Donnons à cha- 
cun des entiers m, m', m” la suite des valeurs 0, 1, ..…., #. 
Pour chacun de ces systèmes de valeurs, en nombre (4 + 1}, 


on aura 
[mo + m'a+ m'a"|=3M4, 
[m6 + m'B'+m"6"|=3Mx. 
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3 
Soit z le plus grand entier moindre que (4 +1). Parta- 
geons l'intervalle de — 3 M4 à 3M£en n intervalles égaux, 


a 
a 


k 2. 
; chacune des deux quantités 


d'amplitude 
ma+m'a+ m'a", m6 + m'£$+m"6" 


tombera dans l’un ou l’autre de ces intervalles, et le nombre 
des hypothèses distinctes qu’on pourra faire à ce sujet sera n?. 
Ce nombre étant moindre que (4 + 1}?, 1l existera néces- 
sairement deux systèmes différents 72,,m,, m; et M2, M,, 
m',, tels que m,a+ mio + mia et m6 + m;8+ m,f$" 
tombent respectivement dans les mêmes intervalles que 
Mau mm, a + ma et m3$ + m, 8 + m8". On aura, par 


A 


suite, 


— e _ 6MA 
| (Me— Nu) (mu, m' )æ' + (mn, 2 m" )æ” | : rh 
Ms — ue _6MA 
| (M2 mi ) (rm, m' 1 + Cr, m'" g" | = = : < 


d’où l’on conclut l’existence d’une période 
2Q—(m—m,)20 +(m,— m)20/+(m,—m")20/, 


de module moindre que 
6M4 


n 


V2, 
expression qu'on peut rendre plus petite que toute. quantité 
Q 
, d 
donnée en prenant # assez grand, car n# est d’ordre - par 
2 
rapport à #. 
391. Admettons en second lieu qu'on ait deux périodes 


distinctes 2w, 26’, dont le rapport r soit réel. Il sera incom- 
mensurable, puisque les périodes sont distinctes. Posons 


LP JP 100 ls rt Ta Dh 


4 dis... étant des entiers, et 7,, je, … une suite illimitée 
de restes dont chacun soit au plus égal en valeur absolue à 
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la moitié du précédent. Multipliant ces égalités par 26, il 
viendra 


2W—2Iw +270, 20 — 12110 + 2/20, 


Nous obuendrons donc une suite de périodes 2r,w,2r 20, 


.…. 


dont les modules décroissent indéfiniment. 


302. ConozLaire. — Une fonction analytique uniforme 
ne peut avoir plus de deux périodes distinctes, ni deux 
périodes distinctes dont le rapport soit réel, à moins de 
se réduire à une constante. 


Car les points pour lesquels la fonction reprend la même 
valeur étant isolés (t. 1, n° 339), il ne peut y avoir de période 
infiniment petite. 

Dans l'étude que nous allons faire des fonctions à plusieurs 
périodes, nous supposerons toujours qu'il s'agisse de fonc- 
tions analytiques uniformes, et même méromorphes. Elles 
auront donc deux périodes 


201 — di + Bai, 2 O2 — Lo + Bot, 
dont le rapport 


Cana bc Palin Ce Pa — ti, 
Ce oi ee OC Fe mc ai + 6; 


mm —— 
e 


sera un nombre complexe. Sa parte imaginaire aura le signe 
du déterminant 4; B: — «8. 


393. Avant de procéder à cette étude, 1l nous faut établir 
quelques propositions relatives aux substitutions linéaires. 
‘On donne ce nom à l'opération qui consiste à remplacer 2w;, 
2, par de nouvelles quantités 


26), — 246) + 2 bu, 20, = 200; + 246. 


Cette opéralion S se représente par la notation 


DE : 
sue fa! 


Le déterminant ad — bc — D se nomme le déterminant 
de la substitution. On doit le supposer différent de zéro. 
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u 


Le rapport + des nouvelles périodes 2w°, 2w, sera donné 
par la formule 


C+ dT 

a+ bT 

(aa; + bo) (cai+das)+(aB;+b3;) (chi dB:)+ (Pr —o6,)De 
(au + ba) + (ab, + bB:) 


Sa partie imaginaire a le même signe que dans +, ou le 
signe contraire, suivant que D est positif ou négatif. 

On peut passer réciproquement de 20°, 2w, à 2w4, 20 
par la substitution inverse 
2 du, — 2 bu, — 200, +2a, 
"© , 29 = — À > 


De Dé 


2 G)4 — 


L I 
de déterminant D’ 


Si a, b, c, d sont entiers et D—+1, la substitution 
inverse aura aussi ses coefficients entiers, et les deux 


formules 
2 M3 01 + 2 Mo 9, 2m 0, +2,00, 


(M, ms, Mm,,m, entiers) représenteront la même suite de 
quantités. On dira dans ce cas que les deux systèmes de pé- 
riodes (2w,, 2W2) et (20°, 2w,) sont équivalents. L’équi- 
valence sera propre ou ëmpropre, suivant que D sera égal 
“A YOU 4 — 1. 

Soient 2W,, 2w, un troisième système de périodes liées 
2W,, 20, par les relations 


Q- 


D 


20, —=24a'0, + 2b'0, 20, —2C'0, +2d'@, 
On aura évidemment 


20, —2(aa + cb')w, + 2(ba'+ db!')w,, 
20, = 2(ac'+ cd')wi + 2(bc! + dd')w,. 


Les deux substitutions 


ef 4) — é . 
A à À CET 
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auront donc pour résultante la substitution 
aa cb'. ba'+ db! 
(re TR Doe Su) 
que nous représenterons par SS’. 


En général SS' et S'S représenteront, d’après cela, des 
substitutions différentes ; mais on aura 


D SOUS) 

Nous désignerons naturellement par S?, 5%, ... les substi- 

tutions SS, SSS, .…; par S7! la substitution inverse de S; 
NE 1 O ue ns , 
enfin par 1 la substitution ( ) qui laisse les périodes inal- 
O I 

térées. 

Dorénavant, nous ne considérerons plus que les substi- 

, P q 

tutions à coeflicients entiers. 


394. Nous donnerons le nom de substitutions élémen- 
tatres aux suivantes : 


I O MALO 00 
= ii M=( À. N=( ): 
Mo sg Om O I 
er = ‘i Et 74 | 1 1) 
Le Or 0 I EE 


m, n étant entiers et posilifs. 
On joint souvent à cette liste la substitution 


EME 


Celle-c1 s'exprime au moyen des précédentes par la for- 
mule 


B—A-'A A: 
On a réciproquement 
A, BAz'B-1. 
TaéorÈme. — Toute substitution S à coeficients 


entiers est un produit de substitutions élémentaires. 
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Il suffit d'établir ce théorème pour les substitutions 
TD 
s=(" ?) 
ré 
dont le déterminant D est posiuf. Car si D était négatif, on 


aurait immédiatement 


ar ON fa 0 
S —— == PS 
O —1)/ \c —d 
S' ayant pour déterminant — D, qui sera posiuif. 
On peut supposer en outre que a, b, c, d'aient pour plus 


grand commun diviseur l'unité. Car, si m est leur plus grand 
commun diviseur, soit 


Dom), b—= mb, CE IRC’: d'= MAS 


FH DNOT L'AD} 
S—= MS. 
OL DNS 


, #57 | D 
S' étant une substitution de déterminant Et dont les coef- 
In 


on aura 


ficients n’ont plus de diviseur commun. 
Supposons donc D >o,et a, b, c, d sans diviseur com- 
mun ; on aura | 


} — a 
S=(« M b Mrs. 
0. 1e. die 
(2) 


En Ai DC D 
SE — AÂS, 
| é 1) ou ) A38e 


et, d'autre part, 


SEE Ch ID Lt} UT WE e 
| wr C d (à Je Dot 
| a b 100 

S — AA 
| Ce ne) é )=siat, 


S 1, Do, 93 93 étant des substitutions de même déterminant 


(3) 


que Set dont les coefficients n’ont pas de diviseur commun. 
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‘Posons, d’après cela (si c n’est pas nul), 
HP Ch is REA 
© — dif + Ci, O Zz Ci <d, 
AR Gilet Us re PES 
Ci de Uri: Go. OR 0 ue, 


On aura finalement 


GNT 1 Ck 


L 


— 0. 


d' désignant le plus grand commun diviseur de €, d; et, 
d’après les formules (2), 
= Ni 


T = A}: A8... A A étant un produit de substitutions élé- 
mentaires, et 5’ une substitution de même déterminant 
que S, dont les coefficients n’ont pas de diviseur commun, 
mais de la forme plus simple 


ue b' 
Se }: 
OC 


On aura, d’après les formules (3), 
| pres 24 RU 
Set AE 
/ ! ; ut NT: 
==, NAM: A étant un produit de substitutions élémen- 
taires, et S’ une substitution de la forme 
( HANEO ) 
) 
N] Il 
VmTi 
où d” étant égal au plus grand commun diviseur de b', d’ 
sera < d!. 
J. — II. 29 
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Si c’ n’est pas divisible par d”, on aura de même 
RE RE N'/Aef//4 
SENS 


T' étant un produit de puissances de A,, A+, et S” une 
substitution de la forme 
[//4 [4 
S" — ce b \ 
A?) d" ? 
| 0 
DU de. 
En continuant ces opérations, on arrivera nécessairement 


à une substitution réduite 


RUES (: sp 
ADD 


où l’un des coefficients $, y, par exemple ”, sera nul, l’autre 
étant divisible par à. Les coefficients n'ayant pas de diviseur 
commun, % sera premier à 0. 

Cela posé, on aura 


AE ; 4 
Se AE L L ‘) 
CM OR 


et, comme $ — & et à ont pour plus grand commun diviseur 


l’unité, 


@ étant un produit de puissances de À,, À, et Ë une substi- 


tutuion de la forme 


re BE ae ALLO NE 
D'ailleurs la substitution réduite ( ): à laquelle nous 
oO 1 


arrivons, doit avoir le déterminant D; done # = D. 
Nous voyons donc que toute substitution S de détermi- 
nant D, et dont les coefficients n’ont pas de facteur commun, 
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peut être mise sous la forme 


D 
S=T( "Jr 
O I 


T, et T, étant des produits de puissances (posilives ou néga- 
tives) des deux substitutions élémentaires A,, A2. 


399. Soient 


et considérons deux systèmes de périodes 261, 2 w2 et2w;, 
26,, liées par les relations 


(4) 20, —24au; + 20, 20), — 200), + 2463. 
Posons 
2Q, —2a;w + 26,0, 2-10 + ali, 
24—2D0;: PAPER 


nous aurons 


20, — 249 + 20:07, 20, 200, 24,05: 


Les subsututions T,, T, ayant l’unité pour déterminant, 
2Q,, 20, seront proprement équivalentes à 26,,2w2,et2Q, 
2Q, le seront à 2w,, 2w,. Grâce à ce remplacement des 
périodes initiales par d'autres équivalentes, la relation (4) qui 
existaitentre celles-e1 a pris la forme plus simple 


PURE GAME 20 — 252 


390. On obtiendrait une réduction analogue, quoique 
4 2 
remplaçant seulement 2w,, 2w, par d’autres périodes équi- 
valentes. Nous avons vu, en effet, au début de la démons- 
tration précédente, qu’on a 


moins complète, en conservant les périodes 25°, 2", et 


D ls", 


. 
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Ab: 
É ‘) 
Si, au lieu d'appliquer l'algorithme du plus grand divi- 
seur aux coefficients d, €, ainsi que nous l’avons fait, nous 


avions opéré sur &, b, nous aurions pu faire disparaitre le 
second coefficient au lieu du troisième et mettre S sous la 


COR C) 
bi 


Cette substitution ayant le déterminant D, nous aurons 


S' étant de la forme 


forme TS’, où 


A9 D. 


En outre, à, y, à n'ont pas de facteur commun. Enfin, 


ou A (04 O 
A2 Ne N 
Et Le 


etque le facteur A? peut être fondu dans T, nous pouvons 


comme nous avons 


disposer de À de manière à obtenir une substitution réduite 
où 7 soit l’un des nombres de la suite 0, 1, ..., 0 — 1 (ou, si 
on le préfère, un nombre choisi à volonté parmi ceux qui 
lui sont congrus suivant le module à). 


a J 
Tee 
Che a 


2, 24 40-200 22 Croire 2 di Ge 


Soit encore ici 


posons 


La relation entre les périodes 2Q,, 2Q, et 20°, 2w, de- 
viendra 


! à HR 
NAN rue 20, —2yQ +20, (ad 18 
ou 
SN 
2DQ, — 20w, 2DG, = — 2 yw, + 2aw,. 
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301. Il importe de déterminer le nombre des systèmes de 
valeurs différents que peuvent prendre les nombres #, y, à 
d'après les conditions ci-dessus : 


XD AD), GENE 
a, y, à sans facteur commun. 

Pour cela, décomposons D en facteurs premiers, Soit 
D = p'p'#".... On devra prendre pour à un diviseur de D, 
CHE ot D et Dour acle facteur complémentaire 
pr p'imt, fa 

On sait que chaque nombre de la suite 0,1,..., pp... —1 
est déterminé sans ambiguïté par les restes 7', ",..., qu’on 
obtient en le divisant par p", par p'”, etc. Mais ce nombre 
ne pourra être pris pour y que s’il n’a pas de facteur commun 
avec à et . Pour cela, il faut et il suffit : 

1° Que p*, pl", r ne soient pas tous divisibles par p; 


/ 


Cup Dar rene /solents pas tous: divisibles 


par p', elc. 


Si donc nous désignons par © (p*) le nombre de systèmes 
de valeurs de »: et de 7, telles qu'on ait 


—= 7 nt 
OZMIN, OZ TISND 


(p", 1", r sans diviseur commun), le nombre N des solu- 


üons cherchées sera 
p(p") op). *e 


Orsim—=n,r pourra prendre toutes les valeurs de o à 
p"— 1, en nombre p". Si o << m< n, il ne pourra prendre 
que les p”#— p"1 valeurs moindres que p”* et non divisibles 
par p. Enfin, si m—o,il ne peut prendre que la valeur o. 
Donc 


r—1 
I 
POP) = pr (ppt) Hi pr pr = pt ( À =) 
‘| 
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et | 
er (RO) 
ET P P P' TOMATE P p' 


398. Les substitutions 


de déterminant 1 peuvent être réparties en six classes dis- 
üunctes, suivant que leurs divers coefficients sont pairs ou 
impairs. [1 résulte, en effet, de la condition ad — bc = 1 : 
1° que l’un au moins des coefficients est pair; 2° que deux 
coeflicients situés sur la même ligne ou la même colonne ne 


peuvent être pairs à la fois. Les seules hypothèses admissibles 
sont donc les suivantes : 


RAS Sage TE a, d  impairs b, € pairs 
Li RE CCS » b "pair 
LIT ee a, b, C » d » 
IV eee a, b, d » C » 
NSP ETS 0: C, d » «a » 
VISE RES b, c » a, d'pairs 


On a 
a—c b—d\/r 1 
(5 15 Das 
C d CO 


et suivant que S appartient à la classe I, If, HIT, IV, V ou 
VI, S, appartiendra à la classe IV, V, VI, I, IL, III. 


On a de même 


S2 appartenant à la classe I, 1, IV, TIT, VI ou V. 
On pourra donc, suivant la classe à laquelle appartient, 
mettre cette substitution sous l’une des six formes 


Ti UTAL  ITASAS DAT ÉTANA TAN 


T désignant une substitution de la première classe. 
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Cette substitution T résulte elle-même de la composition 


des substitutions 
: Los Fr O 
RÉ RÉe et lee ; 
Di 


T — a b a, d'impairs 
an er) b, c pairs 


Soit, en effet, 


La relation ad — bc — 1 montre qu'on a 


ad = 1 (mod{), 


d’où 
a=d=XEi (mod). 


Il 


Supposons d’abord & = 1 (mod 4). On pourra déterminer 
sans ambiguïté une suite d'entiers pairs 2}, 2u, ... par les 


relations 
b—=92}a + b,, 


a—2pbi+ a, 


eee etsle.s terre. le 


COCHE Ci 

Ci DS CTONINIOUS D pPAILS OUBLIE 
entiers &@, &i, ..…., d, di, .… congrus à 1 (mod 4). Comme b, 
b,, .… décroissent en valeur absolue, on aura finalement une 


Les entiers b, b,, …, 


quantité by,, = 0; et l’on aura évidemment 


x A }e O 
T — AA... A 
; Ck dyx1 


D'ailleurs 
DENT TEE Lt à ay = dr, =1 (mod), 


d’où 


FeF il Meet À 
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Enfin c; est un nombre pair; en le représentant par 214, 


on aura 
«a 
( HE TO }= FVES 
HAS 
Ck dr: 


Si a—=—1 (mod 4), on aura 


QE 0 
rl = sruibe 
ER NE 


et la méthode ci-dessus permettra d'exprimer T7 par un 
produit de puissances de A? et de A, 


399. Le réseau des périodes 
2, 0)1 + 2 Mao; 
dérivé des deux périodes fondamentales 
264 — &1 + Bié, 2 69 — 2 + Bat, 


peut se représenter géométriquement comme il suit : 

À partir d’un point quelconque À, portons bout à bout 
deux droites représentant 2w, et 2, en grandeur et en 
direction. Sur ces deux droites, construisons un parallélo- 
oramme, dit parallélogramme des périodes. Les diverses 
périodes seront représentées en grandeur et en direction par 
les vecteurs menés du point À aux points 


À + 2,6), + 2 Mao. 


Ces points sont les sommets d’un réseau de parallé- 
logrammes égaux. 

Nous dirons que deux nombres a, a’ sont équivalents si 
la différence a’ — «a est une période; et nous représenterons 
cette relation par la notation suivante 


d'= 4, 
analogue à celle usitée en Arithmétique 


b'= b (modm), 
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pour exprimer que la différence de deux entiers D, b' est un 
multiple de »2 et qui s’'énonce, comme on sait, en disant que 
b, b' sont congrus suivant le module m. 

L’aire du parallélogramme des périodes est 


| 2 Ba — cf; |. 


L’angle extérieur © (fig. 40) représente l'argument du 
rapport 
2 6)3 


261 


T 


S'il est 7, la partie imaginaire de = sera posilive; sinon 
elle sera négative. Dans le premier cas, si l’on fait Le tour du 


Fig. 4o. 


parallélogramme en s’éloignant du point À suivant la ligne 
2 W,, la rotation aura lieu dans-le sens direct; dans le second 
cas, le sens sera rétrograde. 

Les sommets du réseau resteront les mêmes, si l’on rem- 
place 26,, 2w, par un système de périodes équivalentes 2w', 
2 W,. Il existe une infinité de semblables systèmes. 

Appelons, en effet, période primitive toute période 


204 —= 26) + 2M203, 


où M, M sont premiers entre eux. On pourra déterminer 
(d’une infinité de manières) deux nouveaux entiers 24, 2 
premiers entre eux et satisfaisant à la relation 


Mi No — Mol = EI. 


394 SECONDE PARTIE. — CHAPITRE VII. 


On aura ainsi une seconde période primitive 


209 = 21301 + 2726; 


et le couple 26°, 20; sera équivalent au couple 2w,, 262. 


Le parallélogramme formé sur 2w,, 26, a pour aire 
[(mins— mian)(o Bb: œB:)| =] 6B:— 6,|; 


1l est donc équivalent au parallélogramme initial. 


360. Par une raison de symétrie, que la suite de cette 
étude mettra en évidence, il convient de considérer, conjoin- 
tement avec 2, 
définie par la relation 


20,, une troisième période primitive 26, 


264 + 20,+20,—0, 


laquelle exprime que ces trois périodes, mises bout à bout, 
forment un triangle fermé. 

Il existe donc une infinité de triangles de périodes primi- 
uves. Il jouent tous des rôles analogues dans la théorie. Il 
en est un toutefois particulièrement intéressant; 1l peut s’ob- 
tenir comme il suit : 

Prenons pour point de départ un triangle quelconque de 
périodes primitives, par exemple le triangle ABC formé par 
les périodes 


AB = 26, SR ANS CAS 


Supposons qu'il ait un angle obtus, en B par exemple. 
Complétons le parallélogramme ABCD et menons sa dia- 
gonale BD; ABD sera un nouveau triangle de périodes primi- 
uves, de périmètre moindre que ABC. 

Si ABD à un angle obtus, on en déduira un nouveau 
triangle de périmètre moindre, et ainsi de suite. Cette série 
d'opérations ne peut se prolonger indéfiniment, car les som- 
mets du réseau À + 2m; 6, +2mMm20, étant isolés, 1l n’en 
existe qu'un nombre borné dans un cercle de rayon donné 
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décrit de À comme centre. Il n'existe donc qu'un nombre 
borné de périodes de module moindre que le périmètre ABC 
et a fortiori un nombre limité de triangles de périmètre 
moindre que ABC. 

On arrivera donc nécessairement à un triangle MNP sans 
angle obtus (fig. 41). Un semblable triangle se nomme 
triangle principal; ses côtés 


MN—=2Q,,/0 NP=30;,. : PM—0290, 


seront dits périodes principales. 
Le triangle M N'P”, symétrique de MNP par rapport à l’un 


de ses sommets M, a pour côtés 
— 2 (Q,, — 2, — 2... 


C’est évidemment un second triangle principal. 


301. Il n’en existe pas d'autre (si MNP n’est pas rec- 
tangle). Nous allons montrer, en eflet, que les périodes 
LE 92Q,, EoQ,, +HoQ, sont parmi les périodes primitives, 
celles dont le module est minimum, ce qui les caractérise 
complètement; et MNP, MN'P" sont les seuls triangles qu’on 
puisse construire avec ces six périodes. 

En effet, supposons, pour fixer les idées, que [2Q,] soit 
au plus égal à [2Q, | et à [2Q;|. 

Les angles en M eten N étant aigus et au moins égaux à 


F La hauteur PH du 


l'angle en P, seront au moins égaux à 
triangle, étant égale à 
|2@, | sinN—=|2Q,]sinM, 


| 2£2, | 


Re 
V2 et à V2 , 

Cela posé, construisons (fig. 41) le réseau de parallélo- 
grammes quia pour sommets les points M + 22, Q, + 2m,0,. 


sera au moins égale à 


Les modules des diverses périodes seront représentés par 
les distances de M aux sommets du réseau. 
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Or, parmi les sommets situés sur MN, deux seulement, N 
et N’, correspondent à des périodes primitives, 2Q, et — 20,. 
Quant aux sommets situés sur PQ, la perpendiculaire abaissée 


Fig. 4r. 


de M sur cette droite ayant son pied silué entre P et Q, 
ces deux points seront ceux qui donnent les périodes de 
module minimum 


MP==50; et MQ — 2€. 


Les sommets situés sur P'Q' donneront de nouvelles 
périodes, parmi lesquelles celles du module minimum seront 


MP'—0Q, et  MQ'——:9Q, 


Quant aux autres sommets du réseau, ils donneront des 
périodes dont le module est au moins égal à 2 PH, quantité 
plus grande que [2Q,] et |2Q,|, et a fortiori plus grande 
que |2Q,|. 

Notre proposiuon est donc établie. 

Il nous reste à examiner le cas où le triangle MNP serait 
rectangle, en N par exemple. Dans ce cas, MQ étant perpen- 
diculaire à PQ, la période 


MR =2Q,—20, 


et son opposée MR’ auraient le même module que MP, de 
sorte qu'on aurait deux nouveaux triangles principaux, 


MQR., MQ'R.. 


A 


302. On a souvent intérêt à choisir les périodes primi- 
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tives 26,, 26,, génératrices du réseau, de telle sorte que 


leur rapport 7 


ait le coefficient s de sa partie imaginaire 
positif, et le plus grand possible. 
Soit 
20 — «+ (3 £, 20m OU 


Ce coefficient est égal (352) à 


! 
a B; + 42 1 0 
PE ea ri CR | 20: 


S désignant l'aire du parallélogramme (2w;, 2w,), Cette 
aire étant indépendante du choix des périodes fonda- 
mentales (359), on voit qu’on devra prendre pour 2w; la 
période de module minimum ; nous avons vu le moyen de la 
déterminer, connaissant les périodes initiales 2w,, 2w. 

Il existe une infinité de périodes qui, associées à 2w,, 
forment un système équivalent à (2w,, 2 w) ; elles sont deux 
à deux égales et de signe contraire. On pourra prendre celle 
d’entre elles qu'on voudra pour 2w;,, en choisissant son 
signe de telle sorte que s soit positif. 

Prenons, par exemple, pour 2w,, la seconde période NP 


du triangle principal MNP (fig. 42). L’aire de ce triangle 


; 


-H mn 


est +5; d’ailleurs MN étant son plus peut côté, P sera 
son plus petit angle; l’un au SEE des angles M, N, par 


exemple N, sera au moins égal à 2 On aura donc 
er M RÉ sinNEsin?. 
di — l 
RAMN 2 MN Dre 2 


MN 
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II. — Théorèmes généraux sur les fonctions elliptiques. 


363. Nous appellerons, pour abréger, fonctions ellip- 


tiques, les fonctions méromorphes à deux périodes. 


Taéorèue. Une fonction elliptique entière se réduit 
nécessairement à une constante. 


Car son module reste borné dans un parallélogramme des 
périodes, et, à cause de la périodicité, dans tout le plan. 


Tuéorëme. — La somme des résidus d’une fonction 
elliptique f(u) par rapport aux pôles situés dans un 
parallélogramme des périodes est nulle. 


, A di ’ I » 
Car cette somme est égale à l’intégrale —. MOT 
2 TE 


prise dans le sens direct autour du parallélogramme. Or cette 
intégrale est nulle, car deux éléments correspondants pris 
sur deux côtés opposés sont égaux et de signe contraire. 

On nomme ordre de la fonction f(u) le nombre des pôles 
qu’elle possède dans le parallélogramme, comptés chacun 
avec son degré de multiplicité. 

Cet ordre est au moins égal à 2; car si l’on n'avait qu'un 
pôle simple, le résidu correspondant À étant différent de 
zéro, la somme des résidus ne serait pas nulle. 


364. Taéorkme. — St la fonction f(u) est d'ordre l: 
° l'équation f (u) = c, où c est une constante quelconque, 
admettra dans le parallélogramme l racines, égales ou 
tnégales; 2° la somme de ces racines est équivalente à 
celle des pôles. 


Soient, en ‘effet; &,,.,:, les pôles de (0) ES 
les racines de f(u) — çc—o dans le parallélogramme - 


1° On aura 
k— [= — ner J (a) du, 
27) f(u)—c 
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J'(u) 


l'intégrale étant prise autour du parallélogramme; or, nee. 
u)— 


étant évidemment doublement périodique comme f(u), cette 
intégrale est nulle ; 
2° On a, d'autre part, 
! 
I 7 uw) 
2 J"\ du. 


PT ri) Fo —5 


LA 


Deux éléments correspondants de l'intégrale pris sur les 


PVO / 
Fig. 43. 


D u+lu C 


A Zw: B 


côtés opposés AB et CD (fig. 43) auront pour valeur res- 
pective 


ACER 


fu) — c 
et 
D'ATRRSETAE AT 
(u + 262) PISPRAACEREE du) =—{(u +23) oi Es du. 
J(u+ 22) — 0 f(u) —c 
Leur somme sera 
Er 
— le lu 
JU —c 
La somme des intégrales suivant les côtés AB et CD sera 
donc 
A+2 06), / _ A2+2 0 
j u 0) 1 
 —— | — 2 RNCS due | = | lost ft) —0 | ' 
2Ti./, J{u)—c 2T Li ï. 


Or f(u)—« reprend la même valeur aux deux limites. 
L’accroissement de son logarithme ne peut donc être qu’un 
multiple de 2ré, tel que — 2 marc. La somme des deux inté- 


grales sera donc 2 m3 62. 
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De même, la somme des intégrales suivant BC et DA sera 
de la forme 2m, w,. On aura donc 


2y—Èa—2mu, + 2mMat 


369. Taéorkue. — 1° St deux fonctions f(u), o(u) aux 
mémes périodes ont les mêmes pôles dans le parallélo- 
gramme, et st la partie tnfinie de leur développement 
aux environs de chacun d'eux est la même, leur diffé- 
rence est une constante; 

2° Si deux fonctions f(u),o(u), aux mêmes périodes, 
ont les mêmes zéros et les mêmes pôles dans le parallélo- 
gramme (avec la même multiplicité), leur rapport est une 
constante. 
fu) 
o(u) 
second, sera une fonction elliptique entière. C’est donc une 


Car f(u)—o(u) dans le premier cas, dans le 


constante. 


. TaéorÈme. — Pour que deu ton tpliques 
2007 Pour leux fonctions elliptique 
f(u) eto(u), admettant respectivement les pérroc u) | 
Te eto(u), admettant pectivement l riodes 2w,, 
202 el 20°, 2w,,sotent liées par une équation algébrique, 
ul faut et il sufjit que lés quatre périodes 2w,, 2w,, 2w:, 
24, se réduisent à deux périodes distinctes. 
Supposons, en effet, qu'on ait la relation algébrique 


o=F(f, 9) =Afi+ A, fhi+...+ A5, 


A, À,,.. étant des polynomes en w. Changeons dans cette 
identité w en uw +27, w;, m, élant un entier. Ce change- 


ment n’altérant pas ©, 1l viendra 
0 = A fh(u Lom ao) TA; 10-2070, 000 PRE 


D'ailleurs, f ne chance pas si l’on augmente w de 
ne s 8 
2 MW +2M:02. Posant donc 


! ! AN 
2,01 + 2M303 + Ma — 0, 
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nous aurons 


DUPONT AT TAC LOT. 
= F[ f(u +0), ou] 


DR ST ou PV ot 
Al Ro) 


\ 


Ta see» 


Si les trois périodes 26°, 2w,, 2w, étaient distinctes, on 
pourrait choisir les entiers m,, m>, m' de telle sorte que à 
devint plus petit que toute quantité donnée. Les coefficients 
de chaque puissance de à seront donc nuls séparément ; on 
en déduit 

_ 
HE OF dE 


TROIE 


NC 1—... — O0. 


= 0; 


\ 


d’où 


Donc v (uw), satisfaisant à des équations algébriques à coef- 
ficients constants, se réduirait à une constante. 

On a donc nécessairement entre les périodes une relation 
de la forme 


(1) 20 + 204 + 2M303— O0. 
, 3 A 9 pm ) . 
On démontrera de même l’existence d’une autre relation 
(2) 2,0, + 2101 + 2302 0. 


Les quatre périodes données se réduiront donc à des 
fonctions linéaires de deux périodes distinctes. 


307. Réciproquement, supposons l'existence de deux 
relations telles que (1) et (2); les deux fonctions f ets seront 
liées par une équation algébrique. En effet, elles admettent 
un couple de périodes communes 


D 


ee / IEEE 
Q—=—2m wo, —2Mm0+2MI0 


D 


D —=—2n, ©, = 21 oi + 272 Wa. 


Sur ces deux périodes, formons un parallélogramme et 
soient respectivement «4, y le nombre des pôles de fet de © 
J. — IL. 26 
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qui s’y trouvent contenus. À chaque valeur particulière fs 
donnée à f correspondent u classes de valeurs de w, de la 
forme 


u+2mQG+omQ, ..., uy+2m+omQ, 


Q- 


et à chacune de ces classes une seule valeur de ©. Ainsi, 
chaque valeur de f répondent p valeurs de © et de même, 


QD 


chaque valeur de ©, y valeurs de f. 

D'ailleurs, © considéré comme fonction de f n’a que des 
points critiques algébriques. Soient, en eflet, fo, &o, ©o trois 
valeurs correspondantes de f, uw, ©. Aux environs de la 
valeur u = us, les fonctions méromorphes f et 4 © admettront 
des développements de la forme 


f— = M(u—-u) + Mi(u— u)*+1+..., 
o—o=N(u—u)P+N(u—u)Pr1+..., 


2 et 5 étant des entiers positifs : si 5, 20, sont finis; dans le 
cas Contraire, on aurait des développements analogues pour 


7 ou = et la conséquence serait la même. 

La première équation, résolue par rapport à u — us, don- 
nera son expression par une série de puissances fraction- 
naires de f — fo. En la substituant dans la seconde équa- 
tion, on obtiendra une expression analogue pour © — o4. 

Donc f ete seront liées par une équation algébrique (347). 
Celle-ci sera en général de degré 1 par rapport à ©, et de 
degré y par rapport à f. Ge degré peut toutefois s’abaisser 
dans certains cas particuliers. Supposons, par exemple, 
que f et © soient des fonctions paires de w. Les diverses 
classes de valeurs de f qui correspondent à une même 
valeur de w se répartissent en couples, tels que le suivant 


U, + 271, Q, 9 m2 Le, — u,+9om, Q, + 2m, (2. 


Or, à toutes les valeurs d’un même couple correspond une 
valeur unique de +, de sorte que le degré de l'équation en © 
sera réduit de moitié. Il en est évidemment de même de son 


degré en f. 
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368. CorozLarRe. — Toute fonction elliptique f (u) est 
liée à sa dérivée par une équation algébrique. 


En effet f’(u) admet évidemment les mêmes périodes 
que f(u). 

Cherchons le degré de cette équation. Soient w,, ..…., u; 
les pôles de f(u) dans un parallélogramme ; %,, ..., a; leurs 
ordres de multiplicité. Aux environs de l’un d’eux, wx, on 
aura un développement de la forme 


fiu)=A(u— us) + A(u—uz) tit... 
d’où 
f'(u)=—-ajA(u— ux) 4 t+.... 
Le nombre des classes de valeurs de w qui correspondent 


à une même valeur de f sera égal à X2%, et le nombre de 
celles qui correspondent à une même valeur de f” sera 


Z(ax+ 1) —= Day + i. 


L’équation sera donc du degré Z14 en f”et du degré Zxx + £ 


en f. 


369. Nous venons d’établir quelques propriétés générales 
des fonctions elliptiques; mais il reste à prouver l'existence 
effective de semblables fonctions et à les construire. Ce sera 


l’objet de la Section suivante. 


III. — Les fonctions pu, £u, Su. 
93170. Posons 
RAR tee 
(1) su=ul] RL $ 
I $ I i u 
(2) LE = z 7 


I : I I 
1 eme 
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sommes et produit s'étendant à toutes les valeurs de # qui 
sont de la forme 2m,w, + 2m, (le système m, = m:=0 


excepté, ce que rappellera l’accent dont les symboles î Ë 


et > ont été affectés. 


Ces expressions sont absolument et uniformément con- 
vergentes dans tout domaine borné R qui ne contient aucun 
somme L du réseau des périodes. En effet, le terme général 
de pu, par exemple, peut s’écrire 


I l QU — u? À 


re RES OR tes.0 emp ÉU SU NUE SEE 
(u — w)° w? pu — w)° pè 
À tendant pour #— vers la limile 2u, dont le module 
5 re J 
reste borné dans R. Or on a vu que la série ÿ — est abso- 
24 


lument convergente (t. 1, n° 319). 
La même démonstration s'applique aux séries Cu etlogou. 
On a évidemment 


oo — ee VUL 
du «eh Su ue 
(4) fu =— pu, 
! 
p'u Re : — —2Ù ——_— 
ue (u — w Rte (u — Ps 


Considérées comme fonctions des trois variables w, 2w,, 
262, les fonctions à, €, p sont homogènes, de degré 1, —1, 
— 2 respectivement. 

Considérées comme fonctions de 2w,, 2w2 seulement, 
e' les restent invariables par toute transformation linéaire de 
déterminant Æ 1. Car ce changement n’altère pas le réseau 
des périodes (w. 

Considérées comme fonctions de « seul, pu est une fonc- 
Uon paire, Cu et Su des fonctions impaires. Car les valeurs 
de # étant deux à deux égales et de signe contraire, on peut 
changer en —# dans les sommations. Si l’on change 
simultanément w en —u, pu reprend sa forme primilive, 
tandis que Cu et ou changent de signe. 
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311. Les pôles de pu sont les points 2m, 0, + 2mauwo. 
Ils sont doubles. Aux environs de u— o on a 


I 1 > U Nu 4 uè 


(u— w)? pp? pi w* (pŸ 


Faisons la sommation, remarquons que les puissances 
impaires de w doivent se détruire; enfin, posons, pour 
abréger, 


! 


I QT 
F : Ÿ Ne EE NE 
13) PE +? 11 > TS. ; 


nous obtiendrons le développement 
I : , 

(6) pu—=— +au+ eut+.... 
u” 


La fonction Cu a pour pôles les points 240, + 2M202. 
Ces pôles sont simples et les résidus correspondants sont 
égaux à 1. 

gi A ] 
Comme Cu a pour dérivée — pu et que Cu — - s’annule 
à U 


pour w = 0, l'intégration de l'équation (6) donnera 


I 7 Lu 
a) UC = — CG —..., 
(7) S u 3 ue 


Intégrant de nouveau et remarquant que, pour uw — 0, 


log su — logu s’annule, il vient 

a 6 
u u 

| loggu=logu—c > —c Ce 
(8) FA ‘Y 

uf us 
à Lin ne ru . , 
SH—ue | = u(i+ diut+ dui+...), 


di, d:, .… étant des polynomes entiers en €, ce, 
D'ailleurs, ou est une fonction entière, dont les zéros sont 
les points 2m, w, + 2 maw2. Ces zéros sont simples. 


312. Soit 


26) — 2h43 0)1 + 2H» 


{406 SECONDE PARTIE. — CHAPITRE VII. 


une période quelconque du réseau. Le changement de & en 
u +ouw ne fait que permuter les uns dans les autres les 
termes du développement 


ç I 
p'u=— D) CE 
Étant absolument convergent, il restera inaltéré. Donc 
p'(u+2w)=p'u. 
Intégrons, 1l viendra 
p(u+2w)= pu+ 0. 
Pour déterminer la constante, posons uw — — w; ilviendra 
po—=p(—w)+C—=p(o)+C. 


onc GC est nul, et pu sera doublement périodique, comme 
Donc C est nul, et doubl t périodique, 
sa dérivée. 
Comme on sait, en outre, qu’elle est paire, Péquauion 
Pa— pu 


admettra les racines 


u + u, + période. 


Mais elle n’en admettra pas d'autre, car pu, n'ayant qu’un 
pôle double dans chaque parallélogramme, ne pourra y avoir 
plus de deux zéros. 

Intégrons l’équation 


(9) p(u+2w)=pu, 


nous trouverons 


E(u+—ow)={u +cC. 
Posons encore u = — w, il vient 


Co—=E(—-w)+C—=—EËw+C, 
C= 260, 
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Posons 
(10) M—ÉGy, Ni Éo. 
Nous aurons, en particulier, 


E(u+ou;)=€u+on;, 


E(u+ 202) = EU + 21, 
et, plus généralement, en posant 


20 — 240) + 2 (2 Go, 
2N = 211 F 2er 200, 


(11) C(u+20) Cu + on. 


313. Les quatre constantes w,, &2, n1, n2 sont liées par 
une relation importante. Pour l’obtenir, calculons l'intégrale 


fee du 


autour d’un parallélogramme de périodes ABCD (jig. 44). 


Fig. 44. 


D € 


A 2 w, B 


Considérons deux éléments correspondants des deux inté- 
grales suivant AB et CD. Ils sont respectivement égaux à 


Eu du, — E(u+2c) du =—(£u + 2n) du. 


Leur somme sera — 2 n9 du. On aura donc, pour la somme 
des deux intégrales, 


1 — 9e du = — hate 
AB 
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Sur les côtés BGet DA, les éléments correspondants seront 
Cu du, — (u—o2w)du—=—(fu—2n,) du, 


et la somine des deux intégrales sera Aw>n1. 

L'intégrale cherchée sera donc 4(w:n, — n2w,). Mais elle 
est égale au produit de 272 par la somme des résidus rela- 
tifs aux pôles contenus dans le parallélogramme, si lon a 

À , Re 2 6) 
tourné dans le sens direct (c’est-à-dire si 7 = —— a sa partie 


26); 
réelle positive); au même produit changé de signe, dans le 


cas contraire. D'ailleurs Cu n’a dans le parallélogramme 
qu’un seul pôle, dont le résidu est 1. 
Comparant les deux expressions obtenues, nous aurons 


Ti 
(12) APN PEINE er 


e étant égal à + 1 où à — 1, suivant que 7 a sa partie imagi- 
naire posilive ou négative. 
374. Intégrons l’équation (11), il viendra 


logs(u +20) —logsu + 2nu— const. 


d(u +20) = Cette u. 


Si w n'est pas une période (et en particulier si 20 est une 
période primitive), sw n'étant pas nul, on pourra encore 


déterminer la constante en posant u = — w. On trouve ainsi 
vo —=Ce-105(— D) —=—Ce-103, 
d’où 
te — — e210 
et 
C(u+20)—=—entutrw)Su, 


Dans le cas le plus général, 26 sera un multiple d’une 
période primitive 2w/. Soit 


20 — À, 2 DE À ON 
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La formule précédente donnera 


S(u+20)—=d[u+(À—1) 20 + 26)') 
rs nn ni À—1)20"] 
Ÿ 20 LAu+(2À—1)0'+(2}—3)0 "+... Sy 


fe 
(— À e? 21 tu +}20 ) 5 7 
(ee ne 2G(U+0) 5 y. 


Cette formule ne diffère de la précédente que par le chan- 
gement du facteur — 1 en (—:1}}, qui sera égal à +1 
lorsque w est une période. 

Ces résultats peuvent se condenser dans la Ornuie suI- 
vante : 

J(u+2m) = (—i)hitbtihth e2000+0) Sy 


| (O=po, + po, 1 = puni + pra). 


319. Cherchons l'équation algébrique qui lie p'u à pu 
(368 ). 

À cet effet, formons un polynome en pu et p'u qui, dans 
un parallélogramme donné, n’admette plus de pôles. Ge sera 
une fonction elliptique entière et, par suite, une constante. 
Si, de plus, il s’annule pour une valeur de w, 1l sera identi- 
quement nul; ce sera donc le premier membre de l’équation 
cherchée. 

Choisissons un parallélogramme qui contienne l’origine; 
pu et p'u y auront un pôle unique & —0, aux environs 
duquel on a | 


I F1 
P Ua + D = u? + D rare & 


; = 2 ET : 
pu—=— + 6 = Ho 20 > — UŸ + ..., 
3 4 6 
u w (y 
/ ITA at 
12 ir ré 
He — 24 - — — $o — + ,.. 
P u° na «? pv * 
. I SUN dE Tr 
= na nn 1 RAR nn 
J uf 9 v* u? (5 d 
Le 
n/2 AR = 6 “a 1 IA T 
pu— 4 pèu — == 00 — — —140 NE 
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Posant donc, pour abréger, 


/ 

SA RNA 

/ — ÿ ee — 1j e Run. 
(14) 4200 ar £3—140 er i 


, !: , à à 
le polynome pu —4pu+g:;pu+g:s, non seulement 
n'aura plus de pôle, mais s'annulera pour u— 0, L’équation 
cherchée est donc 


(19) DM De ah 


316. Dérivons cette équation et supprimons le facteur 
commun 2p'. [l viendra 


[4 2 I 
(16) p'—6p— 5 82 


o 


Substituons dans cette équation le développement 
] : ; 
PÜU—= = E CU Ca UT MS 
7 


L'identification des termes en w?2?-? donnera 


on(2n —1)Cn—=0(C,; + cn... FC cer ch 


CET : POSE EN Et 
7 Tr 
ÿ. mn 2n(2n—1)2 12 An n—2 1 
Cette formule récurrente permet d’exprimer cz, €,, ... 
par des polynomes entiers en c,, c>. Mais 


’ ! 
J [! D | I 
18 Cr = — CE —© = — 9,, 
GE) > p# 30 22 : > 6 19 
Tous les coefficients c,, C2, C3, ... sont donc des poly- 


nomes entiers en g», #3. De même pour les coefficients ds, 
d, ... du développement (8) de ou. 

Les quantités 2», g4 sont, d’après leur définition, homo- 
gènes d'ordre — 4 et — 6 en w,, w2. D'autre part, pu, du 
sont homogènes d’ordre — 2 et 1 en w,w,,w2. D’après cela, 
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le polynome c, ne devra contenir que des termes M £}2Ÿ, où 
les exposants satisfassent à la condition 


— k1—6p+2n—— 02. 
On aura, par suite, 


ÈS 0 re = 3 Ÿ œ2 
C3— AS; CP S:83 EE AT QU ET A 


a, 8, y, à, ... étant numériques. 
La même observation s'applique aux polynomes d,. 


311. Prenons les dérivées successives de l'équation (16), 
en remplaçant, à mesure qu'elles s’introduisent, les quan- 
utés p'? et p” par leurs valeurs en p; on trouvera 

Msn U 2e 
dec MERS 
2 
HE 4 
(9) {p'—12pP; 
ESS [ PINCE £ 
P'—12(pÈ+ pp")—=12(10pî— 282P — 83), 


et, généralement, 
2R)—— 01) 2 Le ! 
(20) p' A n+1l: Do = Q,p , 


P,,, et Qh» étant des polynomes entiers en pu, dont le 
degré est marqué par leur indice, et dontles coefficients sont 
des polynomes en g, et 3, le premier étant purement numé- 
rique. 
Soit 
Ap+A;pr1+... 


un de ces polynomes. Il doit être homogène de degré — 2 m 
en &, W,, W, ; ses coefficients auront donc la forme 


Per 
A—0, A3 Ag A;=0g3, AC 


+ PUS 3 
A T2 S'3 Ae-éps Ha ... 


a, b, ..., f étant numériques. 
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Les équations (19), (20) résolues par rapport à p?, pp’, 


p*,... donneront réciproquement 
p° M L? p' UV pp — —p" 
6 12 12:76 
(21) D 2 
si er Psp +pg 
J 10 (Ë PS le 


et, généralement, 


(22) pre Bb pb PEINE SRE ES 

| DD = Gpr te re Cp) MR (pe 
où B, G sont des constantes, et B,, ,.., B,, C;, ::., G;des 
polynomes en g2, ga, dont l'homogénéité permettra d’écrire 
de suite la partie littérale. On aura en parüculier B, = 0, 


CG, =. 


318. Posons 
Doi er, De. De 


Ces trois quantités sont distinctes, car ni les sommes, mi les, 
différences des quantités w,, 2, w3 ne sont des périodes. 

Ce sont d’ailleurs les racines de l'équation du troisième, 
degré 


LP} — Sp — g3—0. 


En effet, le premier membre de cette équation est égal à 
pu. Or p'u étant doublement périodique et impaire, on 
aura 


Poi—=p'(oi—2a)=p(—u)=— po; —o. 


On voit de même que p'o—=0, pos —0o. 
L’équation sera donc satisfaite pour u# = w,, 62, w3, d’où 
pPu—=Ee;, Co, Ce 


Les quantités e,, e:, e, sont, d’après leur définition, 
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homogènes de degré — 2; elles satisfont aux relations 


etes te3— 0; 


Etes tits Cs PERS 


(#2 


C6 C3 — 8 3° 


El — 


Les constantes 22, g4se nomment les invartiants du réseau 
2401, + 2M22; elles ne dépendent pas, en effet, du choix 
des périodes fondamentales. 

Nous‘aurons à considérer deux autres invariants : 

1° Le discriminant 


AO) (eo l(e me) 2 br 


Il'est d’ordre — 12 en w,, w,; nous avons vu qu'il est tou- 
jours différent de zéro; 
29 L'éncariant absolu 


rs 


A 
il est d’ordre zéro et, par suite, ne dépend que du rap- 
port + des périodes. Il reste invariable si l’on change = en 
Ni+naoT 
My + Mo T 


fondamentales. 


» ce qui revient à changer le système des périodes 


319. Jusqu'à présent, prenant pour point de départ deux 
périodes 2w,, 2w,, dont le rapport ne soit pas réel, nous 


avons défini pu, 92, 23 et établi les relations 


Suivons maintenant la marche inverse. Donnons-nous & 
priori deux constantes 2, #4 satisfaisant à l'inégalité AS o. 
Nous étudierons l'équation différentielle 


HAN 
— | = g,;3— %;; ; 
du 


e 
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nous montrerons qu’elle admet comme solution une fonc- 
tion pu, dont nous déterminerons les périodes en fonction 
de ga, g3- 
L’équation 
L—=4S— g,3— g;—0 


a trois racines inégales e,,e:, e3. Pour fixer les idées, nous 
les supposerons numérotées dans l’ordre où on les rencontre 
en tournant dans le sens direct autour du triangle e, 6: e3. 

Soit 3, un point quelconque différent de e,, e,,e3. Il con- 
viendra, pour plus de symétrie, de le supposer situé à l’inté- 
rieur du triangle e,e,e3. En ce point, le radical VZ aura deux 
valeurs égales et opposées; nous désignerons par WZ, l’une 
d'elles, choisie à volonté; l’autre sera — ÿ/Z4. 

Soit enfin &, une constante choisie à volonté. 

D’après une proposition fondamentale que nous établirons 
dans la théorie des équations différentielles, 1l existe une 
fonction analytique 3 de la variable # qui satisfait à l'équation 
différentielle, et qui, pour la valeur initiale u— u,, se réduit 
à 30, le radical ÿZ prenant en même temps la détermina- 
tion ÿZ,. En suivant de proche en proche la variation de 
cette fonction, on ne pourra rencontrer de point critique 
que lorsqu'elle deviendra infinie ou prendra l’une des va- 
leurs e,, e»,e3 qui sont critiques pour 2e considéré comme 


fonction de z. 


380. 1° Supposons que, pour une certaine valeur de w, 
telle que w,, z devienne égal à l’une des racines e,, €», e3, 
par exemple à e,. Le point w, ne sera pas critique. Posons, 
en effet, z—e, +4{?; l'équation différentielle 


Le = 
— = VZL= Nils —e)(z—e)(3:— 24) 


sera transformée en 


dt 


du =— Vie er m3 (ei — €3 + 2) À 
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La valeur £—0o n'étant pas un point critique pour le 
nouveau radical, u—= u, sera un point ordinaire pour la fonc- 
ion { et aussi pour 3—e, + L?. 


2° Supposons maintenant que, pour w—u;,, 3 devienne 
F ; . 


I 


infini. Ce point sera un pôle. Posons, en eflet, 3= 


L’équation différentielle deviendra 


RS à à I 


— PRET RE 
PE LE Cd AN 


gl gli ? : 
du (1 #8) dt=t(i+ ot + ast5+...) dt. 
4 


Intégrons à partir des valeurs initiales simultanées { — 0, 
He il viendre 


A2 
ut Se+..), 
5) 


et, en résolvant par rapport à #, 


t=E(u—u)[1+B(u—u)+...], 
I I 


DUT it A NT 


D Es 
© — 


La fonction 3 est donc méromorphe, et aux environs de 
chacun de ses pôles, tel que w,, la partie de son développe- 


ment qui ne s’annule pas se réduit à ———. 
(u—u; )? 


381. Cherchons à déterminer les valeurs de &w pour les- 
quelles z prend une valeur déterminée 3/. L'équation diffé- 
rentielle peut s’écrire 


LU 


VZ 


et en intégrant de 39 à 3’ 
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Le signe de VZ est d’ailleurs fixé par la condition que, 
pour la valeur initiale 3 = 3,, il se réduit à Zi 

Nous avons à chercher les diverses valeurs que peut 
prendre cette expression lorsqu'on fait varier la ligne d’inté- 
gration suivie de 3, à 3’. À cet effet, menons une ligne déter- 


minée L( fig. 45) entre 3, et 7/; joignons d'autre part 3, aux 


Fig. 45. 


points e,, 6», e3 par des lacets L,, L,, L, respectivement formés 
par des lignes À,, À:, À3 intérieures au triangle, et par des 
cercles infiniment petits €,, C», C3. 

On sait que tout chemin tracé de z, à z! est équivalent à 
une combinaison de lacets, suivie de la ligne L(t. 1, n°229). 
Deux chemins équivalents donnent d’ailleurs la même valeur 
à l’intégrale (t. [, n° 198). 

L'intégrale suivant le lacet L, se compose des intégrales 
suivant À,, suivant ©, et suivant la ligne de retour À". Celle-ci 
est égale à la première, car leurs éléments correspondants 
sont les mêmes, ne différant l’un de l’autre que par un double 
changement de signe, celui de du, et celui de ÿZ produit 
par la rotation faite autour du point critique e,. D'ailleurs, 
si le rayon du cercle tend vers zéro, l'intégrale suivant c, 
tendra vers zéro (297) et celle suivant À, vers une limite 
déterminée (295) que nous désignerons par À,. 

Ce résultat est indépendant du sens dans lequel le lacet a 
été décrit; nous aurons donc | 


ei Œeaf Son 
J:vz JEUNES 
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On doit toutefois remarquer que si l’on avait décrit, avant 
le lacet considéré, d’autres lacets en nombre u, cette opé- 
ration aurait multiplié VZ par (— 1}, de sorte que l’inté- 
grale serait dans ce cas égale à (— 1)"2 A,. 

Les intégrales suivant les lacets L:, L,', L:, L;' seront de 
même égales à 


ef &= NS care Fees 


Enfin, la valeur de l’intégrale suivant L étant désignée 


par 1, cette valeur deviendra égale à — I, si L a été précédé 
d’un nombre impair de lacets. 

Les valeurs cherchées de & sont donc données par la for- 
mule générale 


U—=U+IN A, +2n A+ 0n3A3+(—i)htetmT 


Ni, l2, A3 étant des entiers positifs ou négatifs, dont la 
somme est égale à o ou à 1, suivant que le nombre des lacets 
est pair ou impair. 


DOS POI ONS 720 722 ty À OÙ Pl == TN; Me OÙ 
Hépeelliger, Lt: Et 
lg d 
z 
A; — AE — = 6),, 
Ca VZ 
ei 
d= 
(23) A,—A,— = — Go, 
VZ 
ea = 
À, — A; == —— — (3e 


La formule ci-dessus se décomposera dans les deux sui- 


vantes 
U—= IMG + 2902 + 1 + U,, 


U—= MO) + 2902 + 23 —1+ 0. 


Donc 3 est une fonction elliptique d’ordre 2, aux périodes 
204, 2). 


J. — Il. 27 
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Ses pôles étant doubles, il n’y en aura qu'un dans chaque 
parallélogramme. Pour déterminer leur situation, concevons 


| ns ue : CU dz 
que le point z/ s'éloigne à l’infini, et intégrons — le long 
Ï ? O VZ 


d’un contour formé (fig. 46) : 


Fig. 46. 


’;, 2° un cercle C de rayon infini passant 


1° Par la ligne 2,3 
par z/, décrit dans le sens rétrograde; 5° la ligne z'z,; 4° les 
lacets L:, L,, L,. Ce contour ne renfermant pas de point 
critique, l'intégrale sera nulle. 

L'intégrale suivant G est nulle (297). Mais, en décrivant 
ce cercle qui entoure les trois points critiques, on a changé 
le signe de 1/Z. L'intégrale f sera donc égale sn) ; les 

2° 29 Z03 
intégrales suivant les lacets seront — 2A,, +2A,, —9A,. 
On aura donc 


d’où 


Mais uo + est l’une des valeurs de & qui correspondent 
ETTA 


à 3—; donc u,+ A3 — À, + A, est l’un des pôles cher- 
chés, et leur formule générale sera 


U—2mMi0) + 2M3023 + Uo + A3— A+ A%. 
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Donnons à la constante w, la valeur particulière 


LA 


nd A;+A, — PA 


z ne sera autre chose que la fonction pu construite sur les 
périodes 2w,, 2w2, car ces deux fonctions ont les mêmes 
pôles, et leurs développements aux environs de chacun d’eux 
ont non seulement même partie infinie, mais même terme 
constant, à savoir Zéro. 

On aura d’ailleurs 


POI E1; PHI— €», PO3— C3. 


Posons, en effet, 3'—e, et prenons pour L Ia ligne À,, 


pour laquelle 1 — A,. La formule 
U—= M0) + 2Ma09 + 1 + &5, 
qui donne les valeurs correspondantes de w, deviendra 


U—=2MG) + 2Mo03— A;+2A;— A, 


= 201 + 2201 + 202 + Gi 


et se réduira à w, en prenant M, —0, Ma——1. 


POUR 2. 1 A2 0770/1110) 0n aura de méme 
His" 
et pour 3— 63, [—À;,m,—m:a——1, on aura 
TO 


383. Les constantes n,, n», n: peuvent être exprimées, 
comme les demi-périodes w,, w2, w3, par des intégrales 
définies. On a, en eftet, 


lu—— pu, 
et, en intégrant de u à u + 26,, 


u+20, 
ne t(a+au) tu | pu du. 
COTE 
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Posons 


PU, d'où du = — 


La différentielle à intégrer deviendra on devra l’inté- 
grer suivant une ligne telle qu’en la parcourant w crosse 
de 2w,. On pourra, par exemple, prendre le contour formé 
par les deux lacets L;, L», ou le contour équivalent K formé 
par la ligne e,e3 (fig. 45), le cercle c:, la ligne e,e et le 
cercle co. 


n° / 
Fig. 47. 
«3 


e 
<o 8 


Or les intégrales suivant les petits cercles sont nulles, et 
l'intégrale suivant e,e, est égale à l'intégrale suivant e,e3. 


On a donc 
z d3 


; 6:63 VZ | 


On peut calculer de même 2, n:; donc 


PRIT > 


HR er 


Tout le système des quantités w,, w>, &3, 11, no, na n’est 
défini qu’au signe près par les formules ci-dessus, car si l’on 
remplaçait V2, par son opposée — 1/Z,, le radical ÿZ chan- 
gerait de signe tout le long des lignes d'intégration. 
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384. Les intégrales w,, w2, &3, n1, 2, na sont des fonc- 
Uuons continues de g2, £3, tant que ces paramètres ne fran- 
chiront pas un système de valeurs tel que e,, e:, e, soient en 
ligne droite. 

On a, en effet, comme nous venons de le voir, 


et de même 


Soit K’ un contour fermé enveloppant K, mais laissant le 
point e, à son extérieur ( fig. 48). Le radical \/Z étant synec- 


Fig. 48. 


C7 


tique entre K et K’, on pourra remplacer les intégrales sui- 
vant K par des intégrales suivant K’. Celles-ci, pouvant être 
dérivées sans difficulté par rapport à chacun des para- 
mètres £2 et 23, seront continues. 


389. THéorkme. — Les périodes 2w,, 202, 2w, forment 
. 1 . Ê O2 (3 0)! 

un triangle principal; et les rapports —; —, — auront 
Wy We, 03 


leur partie imaginaire positive. 


Cherchons. en effet, comment varie l’arcument «a du rap- 
; ; 5 P 


port 
dz dz 


VZ Vits—e)(z:—e,)(3 —e) 


lorsqu'on suit le bord intérieur du contour du triangle e,e,e;. 
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Soit a, la valeur de cet argument au commencement du 
côté eses. Lorsque 3 décrit ce côté, les arguments de dz, 
3— €, 3 —e3 ne changent pas. Celui de z—e, s'accroît 


de e,, angle au sommet e, du triangle. Donc, sur le côté 


AN 
considéré, a décroîtra de ay à 4 —+ei. 


L'intégrale w, étant la limite d’une somme d’éléments 
dont les arguments sont compris entre ces deux valeurs 
extrêmes, son argument sera compris dans le même inter- 


valle (t. 1, n° 186). On aura donc 
ago = &— Dr ei, ONG ER 


Si maintenant z passe d’un élément infiniment voisin de e3 
et situé sur e:e3 à un autre élément infiniment voisin situé 
sur 3e, (en restant dans l’intérieur du triangle) les argu- 
ments de 3—e,, : — e, n'auront pas varié; celui de: —e; 


AN 
aura décru de e;,; enfin celui de dz sera accru de Tr — e;. 


L’argument «a aura donc au début du côté ee, la valeur 


| AN IA T IN ZN 
lg = Ci ER CA A Enr Ee Ces 
2 2 2, 2 


; 7N L 
Le long de ce côté, il décroîtra de £e,; on aura donc 


T A 
ArS@s— do + — + Does, O.<L0e HN 


el, par suite, 


GIF UT LA 
arg — = — + Ü,-e, + 0, —e. 
ui D) 2 


Le) 


: 2 FT VU): 
Cette expression est comprise entre - et x. Donc = a sa 
2 w 1 
partie imaginaire positive. D'ailleurs, soit ABC le triangle 
formé sur AB —2w,, BC—o2w;, CA —20;: L’argument 
2 4 4 < T4 e 14 
de w, représente évidemment le supplément de l’angle inté- 


rieur B. Celui-ci est donc aigu. 
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Comme on peut, dans le raisonnement ci-dessus, permuter 
circulairement les indices 1, 2, 3 on voit que le triangle 
ABC est acutangle. C’est donc l’un des deux triangles prin- 
CIpaux. 


386. Quelques cas particuliers intéressants sont à si- 
gnaler : 

1° Le triangle e,e,;e, est infiniment aplati; et les trois 
points e,, €, e4 sont en ligne droite. Dans ce cas limite, le 
triangle ABC sera rectangle. (Si, pour fixer les idées, on 


AN AN 
suppose e; compris.entre €, et €», les angles éNeL EST SEFONL 


nuls, et 20, perpendiculaire à 2w,.) 
En vertu de l'égalité 


Étape Pa = O, 


la droite e,e,e3 passera par l’origine; soit À son argument : 
on pourra poser 


Hg eix, +47 eix, CEA TE eïx, 


Ce. toc, 


Le. Es, Eee Ge, G: étant réels. 


Puisque e,, e, e, sont les racines de l’équation 
OP Aé — 923 — L3— hs — G, ei z — Ge), 
E,, E,, E; seront les racines de l’équation 


A Got G 0; 


3 


Elles sont réelles; donc on aura 
Gi—27G? > 0, 


et l’invariant absolu 


sera réel et > 1. 
Cette dernière condition est suffisante pour caractériser 
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ce cas. Car, J étant reel : le sera. On pourra donc poser 
3 
gi= Ge, Pi oies 
G> et G3 étant réels, puis 
e, = Eee, e = Es er, e, = E,eñ: 


E,, E:, E;, seront les racines de l'équation 


l t3 == (ot es, 3 =10: 
On a d’ailleurs 


G; 


À pe cenes sre 
Gi — 27 G? 


quantité qui ne peut être > 1 que si son dénominateur est 
positif. Donc E,, E,, E; seront réels, et les points e,, &:, es 
en ligne droite. 


387. 2° Si J est réel, mais 1, G; — 27G° sera négauf, 
et l'équation en £ aura une racine réelle E; et deux racines 
imaginaires conJuguées 

F;=tHer Here (Hiréél}: 

On aura donc 


e. = ei, e, = Heï-a), e;— E;e# 


et, les quantités 
e;—e; =e(E,— He-it), 


es—e—=e(E,— Heit) 


ayant le même module, Le triangle e,e,e, sera isoscèle. 

Réciproquement, si les deux côtés e,e3, exe, sont égaux, 
leur bissectrice passera par l’origine, qui (en vertu de lé- 
quation €; + € + e3— 0) est le centre de gravité du triangle. 
Ên désignant par À son argument, On pourra mettre e,, €2, € 
sous Ja forme 


e, = Hein+a), e, = Hei-o), ex — Een 
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H et E3 étant réels. On en déduit 


GE Ge’? Fi GyesiÀ, J — 


Gi— 2707 


G; et G3 étant réels. 
D'ailleurs, l'équation 


ayant pour racines les quantités 
He“, He-&, E,. 
dont une seule est réelle, on aura 
Gi — 27G? < 0 et 1er 

388. Ce cas peut encore être caractérisé par la condition 
que le triangle ABC des périodes soit isoscèle. 

Soient, en effet, / la longueur commune des deux côtés 
e301, €30:; bd l'angle qu'ils forment avec la bissectrice; on 


aura 
e, — e3 + leid+W, ei = e3—+ leitA=u), 


Posant donc 
3 —e,-+ leitith), 


l'intégrale 


Ve dz 
DOVE D 
3 Va(s—e)(z—e)(sz—es) 


deviendra 


Pis É dt 
€ & °° 
218 Vatceit— le-iv) (4 —1)6 


Si, dans l'intégrale 


Her 
jf VZ’ 


nous posons de même 


3 — e,;+ teiti-W), 
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nous aurons une transformée identique, sauf le changement 
du signe de . 


Donc 
À iÀ 
2 TT 
se 19 et —ÉA 


seront des quantités conjuguées et auront même module. 


Donc |w,|—]|w;| et le triangle ABC est isoscèle. 
Réciproquement, supposons qu’on ait |w,|—={[|w:|. Ap- 
pelant . cette quanuté, nous pourrons choisir deux nouvelles 


quantités À et u, telles qu'on ait 


sé : à À \ 
lake i( 5-4) 
2W0j—PpE 2G43— PE . 


Substituons ces valeurs dans les expressions 
[A 


l4 
Ke en a 
Ps ei 00 SE 2,= ro Ÿ ne? 


il viendra 
COR î TE 
ga—= — etix > ————————— 
p* (mie +inmeTit)t 
Te ! 
p$ (rene em 


Les sommes qui figurent dans ces expressions sont réelles, 


53 


car les termes où m, = m, sont réels, et les autres sont con- 
Jugués deux à deux, si l’on associe ceux qui se déduisent 
l’un de l’autre en échangeant m, avec m2. On aura-donc 


LC et, g3:= G; SE 


G; et G3 étant réels. Donc J sera réel; mais il sera 1; car, 


lorsque J> 1, nous avons vu que ABC n’est pas isoscèle, 
mais rectangle. 
389. Deux cas plus particuliers encore méritent d’être 
signalés. 
© 


3° S1J = 1, d'où g3— 0, l’équation 


Ve _ É1 ES 
4 — $25 — F3—0 
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aura une racine nulle et deux racines égales et opposées. Le 
triangle e,e:e4 sera à la fois isoscèle et infiniment aplati, et 


\ 


le triangle ABC sera à la fois isoscèle et rectangle. 
HDI JD d/O0 6% —10, l'équation 


23 = NTERRE 
PQ Lo — S3—0 


Di 


se réduira à la forme binome et l’on aura 


JTE 4 Ti 
. LZ . L2 3 . 3 
CE PIC NID CNE C0 


Éner se) Craie Cl: IN CCC) Le 


Les triangles e,e,e4 et ABC seront équilatéraux. 


Réciproquement, si ABC est équilatéral, 2, sera nul; on 


= 
le) 
aura en effet 


es 
D 100 > 
au pt? 


elle se réduira, à un facteur commun près, à la somme 
! 
I 
S =D) La 


3 
( M, + Mie 


2ITTE à 
3 
La N'ap) 


—— I 


2er ur 
[mise )em] 


ni 4 PRE ! 
ou, en posant — M, + Ma—M,, — Mi—M,, 


U 


2Ti ! 2Ti 


= I 


_— 3 *P res 
DC ù ——— 5 =c S. 
( / ! 3 ) 
m,+m,e 


DoncS—= vel, 2;—0,J— 0. 
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390. Il résulte de Pexamen de ces cas particuliers qu’en 
général, si le triangle ejese,; à deux côtés inégaux 6:63 
eteze,, les modules des périodes correspondantes 2w,, 2w2 
seront inégaux. 

Soit, pour fixer les idées, e:e3 << e3e,; on aura 


[20 | <]20 |. 
En effet si nous déformons le triangle e,e,:e, d’une manière 
quelconque, de telle sorte que e,e, reste << eses, la diffé- 
rence |2w2|—|2w,|, ne pouvant s’annuler, conservera un 
signe constant. Pour reconnaître qu’elle est positive, 1l nous 


suffira de considérer un cas particulier. 
Soit, par exemple, 


ee =— a — h, E=—a+h, ét 
a et À élant positifs, et L infiniment petit. On aura 


Z=4(3—-2a)[(s+a)} — A], 


—a+h Te 24 = 
22 f + 202 f — 
a—h VZ AN 


Posons 
3=—a+ ht: 


ces intégrales deviendront 


+ 1 dt 
TR ? 
MOU(ESG ROC 0) 


34 


1 dt 
Do memes 
Wat At) (En 


La première a ses éléments réels et son module a pour limite 
la quantité finie 
1 dt 
_, Va3atr =) 


La seconde a ses éléments purement imaginaires et de 


MO 
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Ê 10 l l d ’intég 
même signe, et son module est plus grand que l'intégrale 


É dt 


{ V(3a— ht) Fret 


pe te ES : 34 
k désignant un nombre positif arbitraire, moindre que 
è 


Si nous supposons L infiniment petit, cette dernière inté- 
grale aura pour limite la suivante 


1e dt | 
Re at ef | 
Vas) 


laquelle tend vers æ si X croît indéfiniment. Donc | 2w,| aura 
pour limite «, et l’on aura bien 


[20 |>]20, |. 


391. Une fonction elliptique f(u), aux périodes 2w,, 20; 
peut s'exprimer de trois manières différentes par les fonc- 
uons ou, Cu, pu. 


1° Par un quotient de fonctions 3. — Ce procédé 
demande qu’on ait déterminé les zéros et les pôles de f(u). 
Les zéros de pu formeront un certain nombre de classes, en 
réunissant ensemble ceux qui sont équivalents (d’après la 
définition du n° 359). Soient n le nombre de ces classes; a, 
>, ..., &n des zéros déterminés choisis respectivement dans 
chacüne d'elles. Nous supposerons que tous ces zéros sont 
simples; s'il y en avait de multiples, nous n’aurions qu’à 
poser &; = 4»—... dans la formule que nous allons obtenir. 

Les pôles formeront également » classes; nous en choisi- 
rons un dans chacune d’elles; nous obtiendrons ainsi » pôles 
ATEN ER 


On a la relation 
d+d+...+an= bd; +b:+...+ 0,+ période. 


Car, si nous considérons un parallélogramme quelconque de 
périodes, il contiendra n zéros æ,, ..., «, et n pôles 
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CHA 8, entre lesquels existe une relation de ce genre et 
qui ne diffèrent respectivement de &,,...,a,etb,,...,b, 
que par des périodes. 

En remplaçant &,, par exemple, par un autre zéro de la 
même classe convenablement choisi, on fera disparaître la 


période, de manière qu’on ait simplement 
BEC . «+ Zn — bi, +. 0 + Dr 


Cela posé, la fonction 


a mêmes pôles et mêmes zéros que fu. Elle a d’ailleurs les 
mêmes périodes, car si l’on change w en u+2w,, par 
exemple, elle se reproduit multiplhiée par le facteur 


(HET Le e?i Z (u—a+w,) E 


ie 1) eu Ë(u—b +) *E 
On aura donc 
S(u—d@i)...S(u — day) 


#2) PRES ep eo CEE 


C désignant une constante. Pour la déterminer, on donnera 
à u une valeur particulière, pour laquelle on exprimera que 
les deux membres sont égaux (ou ont même valeur princi- 
cipale, s'ils sont nuls ou infinis). 


392. 2° Par C et ses dérivées. — Soient a, b, .. les 
pôles distincts que possède fu dans un parallélogramme des 
périodes (ou des pôles quelconques équivalents à ceux-ci). 
Soient respectivement À, u, ... leurs ordres de muluplicité ; 
enfin soient respectivement 
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les développements de f (uw) aux environs de ces pôles; on 


aura 
—_ hi 
APT AS AT Eee A EC a) — At (0) + TR Eu — 
ur 1 
+ Bu —b) —B,i(u — b) +... + a S 
RER RÉ ee PT SI ER NI EN AE CS GS PR A SE 
+ C, 


C désignant une constante. 

Soit en effet Fu le second membre de cette formule. Si 
l’on accroît w d’une période 2w, {u s'accroît de 2n, et ses 
dérivées restent invariables ; F x s'accroît donc de 


2Nn(A;+B;,+...). 


Mais la somme des résidus A, + B, +... est nulle (363). 
Donc Fu.est une fonction elliptique. 

D'ailleurs £(u — a) n’a (aux périodes près) qu’un seul 
pôle a, aux environs duquel on a le développement 


L 


C(u—a)— + o(u— a), 


U — «& 


o désignant une série de puissances entières et positives. On 
en déduit 


HSE re + og'(u— a), 


Les développements de Fu et de fu aux environs du pôle & 
ont donc même partie infinie. De même pour les autres 
pôles b, .... Donc Fu — fu est une constante. En donnant 
à u une valeur particulière, on déterminera C de telle sorte 
que cette différence s’annule. 

Cette décomposition d’une fonction elliptique en une 


a), 
b), 
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somme d'éléments simples est due à M. Jermite. Elle peut 
être assimilée à la décomposition des fractions rationnelles. 
Elle présente les mêmes avantages au point de vue de l’inté- 
gration, car, Gu étant la dérivée de log d'u, tous les termes du 
second membre sont les dérivées de fonctions connues. 


393. 3° Par pu et p'u. — Supposons d'abord que fu 
soit une fonction paire. 

Soient # l’un de ses zéros; À son ordre de multiplicité; 
fu admettra le zéro — x avec le même ordre de multiplicité. 
Ces deux zéros seront distincts (aux périodes près) si 4 n’est 
pas une demi-période. 

Si 2 est une demi-période, telle que w, on aura 


J(o—h)=f(h—ow) = f(w + h). 


Le développement de f(w + h) commencera donc par une 
puissance paire de À, telle que L°*'; donc l’ordre de multi- 
plicité du zéro w sera un nombre pair 24 et l’on pourra con- 
sidérer la fonction fu comme ayant deux zéros w el — w 
(coïncidents aux périodes près) chacun d’eux étant d'ordre d! 
de multiplicité. 

La même observation s'applique aux pôles de fu. 

Cela posé, soient 


E œ, + période, Æaæ,;+ période, ... 
ceux des zéros de fu qui ne sont pas des périodes; À,, À», 
leurs ordres de multiplicité. Soient de même 

+ 6,+ période, Æf,+ période, 


ceux de ses pôles qui ne sont pas des périodes; pui, lo, ... 
leurs ordres de multiplicité. On aura 


(ar) Ji Three _) 
C désignant une constante. 
Soit, en effet, Fu le second membre de cette équation. 


e . [AA ; . . Ù : ‘ , 
Le quotient 2 est une fonction elliptique qui n'’admet ni 
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zéro n1 pôle, en dehors des périodes. Mais une période ne 
peut être à la fois zéro et pôle. La fonction manquera donc 
de zéro ou de pôle, et se réduira à une constante. En don- 
nant à & une valeur particulière, on déterminera C. 
Supposons maintenant /u quelconque; posons 


à 
fu— (—u) 
-— n=—— =, 
2p'u 
d’où 
(28) | fu=qu+ounlu. 


Les deux fonctions ou, ow,;u., étant évidemment paires 

DU, SU, P ) 
pourront, d’après ce qui précède, s'exprimer rationnellement 
au moyen de pu. 


394. Les formules essentielles de la théorie des fonctions 
su, Qu, pu s’obtiennent avee la plus grande facilité en com- 
parant entre eux les trois modes de représentation ci-dessus 
pour une même fonction elliptique. 

Cherchons, par exemple, l'expression de p'u par les fonc- 
tions o. La fonction p'u admet (aux périodes près) le pôle 
triple « — 0, et les zéros w,, w», w3, dont la somme est nulle. 


Donc 
S(u—w,)S(u— 2) Su — w3) 
ou 


DC 


Posons uw —0o. Les deux membres auront pour valeurs 


principales 
— 9 — Cou, S6:303 
: (Sus Se ne + CSS 
u? uÿ 
donc 
Sa. 2 
500000): 
el, 
; T(u—6,)S(u — 02) SU — 63) 
(29) PE 2 ————— —————— 


d'u oO U3 O4 


J. — II. 28 
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395. Cherchons l’expression de pu — pv. Cette fonction 
admet, aux périodes près, les deux pôles ++ et le zéro 
double o. Elle sera donc de la forme 

,S(u+v)o(u—v) 
CO —— ———. 
Cr // 
L'identification des valeurs principales pour « infiniment 
peut donne 


j Co?p 
RE à u? 
donc 
O(u+e)S(u— 06 
(30) PUR At mer) 


ou? 


396. On a l'identité 
(A —B)(C— D) (A =C)(D BB) CA D) CS 


Posons A= pa,B=— pb,C=— pc, D= pd. Remplaçons les 
différences pa — pb, .., parleurs valeurs données par la for- 
mule ci-dessus, et supprimons le dénominateur commun : 
nous obtiendrons l’identité à trois termes 


(31) s(a+b)s(a—b)s(c+d)s(c—d) 
+d(a+c)s{(a—c)s(d+b)s(d—b) 
+ s(a+d)s(a—d)s(b+c)3(b—c) —=o. 


397. Prenons la dérivée logarithmique de l’équation (30), 
il viendra ; 


LL 
(32) PE, DE Hey) ÉD ep oct 
DU DE 


et, en échangeant w, », 


CS aps —E(u+vr)—E(u—v)— 26e. 


P US P (4 
Ajoutons et divisons par 2, 


1 pu—p'? 


L 
(34) 2 pu —p# 


—E(u+pr)—çu—Ce. 
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Dérivons encore, 1l vient 


RS t p'u(p'u—p'e) 
Live ions 7 onste /aet 
et en permutant w et p 
p'? p'e(p'u —p'e) 


I I 
COTE 2 (pu— pr} sheet 


Ajoutons : 1l viendra 


(35) LIN AU 1 (re 


—=— 2 (à u p. 
PUDU=En"e 2 +) Pa SR TES 


Remplaçons p'u, p’e par leurs valeurs 


Il vient 


1 p’u—p'v 2u— p?6 
NE PE RS PR Ep En De), 
PHRUERDC DH=tp" 


de sorte que l'équation (35) devient 


! / 2 
IRD pt à ( 
36 PSN NS AE PAR ReSRe EEE Le 
(50) P( PP l Herr te 
La formule deviendra tout à fait symétrique par l’introduc- 
tion d’un troisième argument w, défini par le relation 


U+ VF + HW = O. 


Le premier membre deviendra pu + pe + pw, et sera 
symétrique en «w, Ÿ, w, ainsi que la relation entre ces 
variables. On aura donc 


1 /p'u—p'e\* I = D} 
2 < DR (Le > "4, | Et ER 
(37) pu+pr+p (ES) re 


LH (Etre 2 
4\pa—pa 


NO AO Cr 2 


Du "pf pPu— pi p#w—pu 


et, en extrayant la racine carrée, 
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Pour s’assurer que le signe des racines a été correctement 

choisi, il suffit de remarquer que deux quelconques de ces 
) q 

quantités ont même valeur principale, lorsque l'argument 

qui leur est commun tend vers zéro. 


398. Faisons tendre # vers uw dans la formule (36); elle 
devient | 


> 


NUE d 
Dit 1 (Gp % La) 


| 
4 pu 4 pu — gipu —g; 


(39) p2u+2pu — 


Une dérivation donnera p'2u. Posant ensuite successivement 
p—2u,3u,..., on obtiendrait les formules pour la multi- 
phication de l’argument. Nous y parviendrons tout à l'heure 
par une voie plus facile. 


399. La formule (30) peut être généralisée comme il suit : 
Solent &i, Uos :.., Un, arguments indépendants: consi- 
; ; ; ; S P ; 


dérons le déterminant 


DCR LE Rep LD DD UC 
TMD MD LL ET ET] 
(4o) D? nn rt : ; 
d —2 
NDU, ID IU NES NES TE 


Considéré comme fonction de w,, D, admet (aux périodes 
près) un seul pôle, o, de multiplicité nr, aux environs duquel 
sa valeur principale est 

ED DES Où 

(25) )'h 


/è n—1;: 
u, 


D,_, désignant le mineur relatif au dernier terme pl?-2)u,. 
On connaît, d’autre part, r —1 zéros, 44, ..., Un=s. La 
somme des zéros étant égale à celle des pôles, qui est nulle, 
le dernier zéro sera — (U+u2+...+ un 1). Donc D, 
sera proportionnel à 


O(uy—u,)O(uUy— us)... S(Un+ ui +... + Un) 
CAT 
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Pour w, infiniment petit, cette dernière expression a pour 


valeur principale 


(— 1)" lou, du... dun 10(U+ Ut... + Un 1) 
bee sine ER PE CIRE POPEPEEE LRER EN ER PREE  A RE e UNS 


112 


u, 


ce qui permet de déterminer le facteur de proportionnalité. 


On trouve ainsi 


D —(n—1)!D,_, Sun ui) (Un Un) Sites Un) 
RC CU O(U; EL... +U,-;) CLITR 


Changeons x en n —1, n—2,..., 2 et multiplions les 
égalités obtenues. Il viendra 


a EN Cr EL HO Re NO Tr 
k SAUIOEUS NOEL, , 


400. Posons dans cette égalité 
HU W=u+h;, nr Un=u+hy, 
hi, ..., hn étant des infiniment petits. 


Le coefficient du terme en ,hŸ...h%-" dans le dévelop- 
pement du premier membre sera évidemment 


1 pu RD LULU 

O p'u Fo C7 
I 

D pDUU RD AA Le 


213!...(n—1)! 
OND EUU ER ENRT GE 


p'u Rod Tor 
LA I p'u M. Dirt 
AE RAA TENTE EE RS UT 


DU US ER D SU EREUTE 


Dans le développement du second membre, les termes de 
moindre degré par rapport à +, ..., h, seront ceux du 
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produit 


cnu L — 
SOA RE ONE REC { 


Fa 
191 08 a 
| 

SR: 


et celui que nous cherchons a pour coefficient 


onu 
COUT 


in posant, pour abréger, 


BTE Tes etre 


onu 


/, — 
(42) | PT 1e 


on aura donc (pour n entier positif) la relation 


p'u p'u AO Cl #7 
1/4 2 (a) 
1 | plu 7: LORD AL 
CON EEE 
pt 1) x plu u JT DRE 


401. On voit par cette expression que, si » est entier 
positif, Ÿ, u est une fonction elliptique. Cette propriété sub- 
sistera pour À entier négatif, car on a évidemment 


Yon = Ÿne 


Il est aisé de la démontrer directement. Changeons, en 
effet, 4 en u+2w, 20 désignant une période primitive; 
onu sera changé en 


g(nu a 21%) — (— mere ONCE n Te 


et (du) en 
(— 1) éd tee) tar 


D'ailleurs n?= nr (mod2}). Donc le quotient d, ne sera 
pas changé. 


402. La fonction Y,.n’a (aux périodes près) qu'un seul 
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pôle, u— 0, d'ordre n?— 1; elle est paire si » est impair, 
impaire si À» est pair. On aura donc 


PODNELMTAITE M AU R 
(4) OUPS PDAI TRE A be PDU, 


dans tous les cas... d?—P, 


ra n?—1 
P,, P,, P désignant des polynomes en «, d'ordre 


2 


1? — À 


Nni—] respectivement. 
2 


Soient donc 


n° —1 n?—1 


Ho f + up SEULE 


Be p : + B;p ' a, 
P DHL. ir tee SE 


MÉNCOÉHHÉIENTLS Ti De Mi: ces fis + DOUTrODt 
s’obtenir par la méthode des coefficients indéterminés, en 
identifiant les deux membres des équations (44) développés 
suivant les puissances de w au moyen des formules 


1 L 
RUE + CUu?+ Cut +..., 


LA he é 
pie +2Qu + Cu +..., 


du —=u(i+diut+...), 
Sanu=nu(i+dintut+...). 


On obtient ainsi une suite d'équations linéaires qui déter- 
minent successivement les coefficients inconnus. Ces équa- 
tions ont pour coefficients des polynomes entiers en c4, 
Coy ++. di, da, :.. qui sont eux-mêmes des polynomes 
entiers en 2», 23. D’alleurs chacun des coefficients est 
affecté, dans l’équation qui le détermine, d’un coeflicient 
purement numérique (1 pour les coefficients &, #1, ...,7, 
Men 21pour 6,06, ..)]. Tobs ces Coéfficients/sont 
donc des polynomes entiers en 9», #3. D'ailleurs le premier 
est purement numérique et le second est nul. Car l’identufi- 
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cation des deux premiers termes donne, pour les détermi- 
ner, les équations 


TC, n—=—2f6, es 


OC: 0 ——926;,, 0 y; 


403. IL est aisé d'opérer la décomposition en facteurs des 
polynomes P,, P,, P. 

En eflet, le numérateur dau de 4, admet un zéro simple 
en tous les points pour lesquels 74 est une période; mais 
ceux de ces points pour lesquels w est lui-même une période 
sont des zéros d’ordre n? pour le dénominateur. Donc 4, u 
aura (aux périodes près) les nr? — 1 zéros 

2 Mi y + 2 Mo Do 

Fm 
M, Me parcourant chacun la suite des valeurs de o à n — 1, 
le système m,— m3; — 0 excepté. 

1° Sin est impair, les #2? — 1 systèmes restants peuvent se 
répartir en couples (m', m,), (m', m;), liés par les rela- 
tions 


Mmi,+mi= oO, M, + M, = 0 (mod n), 
d’où l’on déduit 


1/4 I! [ 4 
26) + 27, Go 2M 01 —+ 23 O; Se 
tr seat Lio À LAS ÉEMPRE Me TEL re 2e période. 
V4) ñ : 
Choisissons à volonté dans chaque couple un des deux 


systèmes qui le composent, tel que (m', m°), en excluant 
l’autre ; nous aurons 


2m 2, 
(45) de Pie nl (pu — perse), 


car les deux membres ont les mêmes zéros 


! l 


ériode 
n ie : 
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les mêmes pôles, d'ordre n?— 1, 


u = période, 


et la même valeur principale pour uw = 0. 
2° Si n est pair, on devra mettre à part les trois systèmes 


n n non 2 M1 01 + 2 Ma Wa ; 
—, 0}, (o, —}); ( — - }; pour lesquels ———— $se ré- 

2 2 2082 nm 
duit respectivement à w,, W2 et à &i+w2 = —03= 03 + pé- 
riode. Les n?— 4 systèmes restants se répartissent, comme 
toutalheure, en Couples (m,, m,), (mm, m,); et, silon 
remarque que p'u a pour zéros les points 4, &2, w3 et pour 


. ; rx — 9 
pôle le point w = o avec la valeur principale —, on aura 
u3 


! ! 

2M,%+2Mi@2\ y 

RER NSGETE SCT P U, 
n 


CAD OUR NI (ou 


Les formules précédentes subsistent si l’on y remplace 

A] lé [2 eur 1 1 " 
chaque système (m',, m,) par son associé (m,, m, ). Mului- 
plant les deux expressions de d, uw ainsi obtenues, et remar- 


quant d’ailleurs qu’on a 


pu—=4(pu— Pon)(pu — Pwoi)[pu — p(woi + w2)], 


il viendra dans tous les cas 
x II 2 M1 01 + 20 


404. Les polynomes P,, P,, P ayant, comme nous l’avons 
vu, leurs coefficients entiers en 22, g3, les fonctions symé- 
triques entières (ou les fonctions symétriques rationnelles) 


/ ! 
ner 2M43WVi + 2 Mo W 

des quantités p — 12 
n 


CET 2 M1 U) 2 Po U): 
celle des quantités Der 72°: 


, racines de P, ou de P,, et 
» racines de P, s’expri- 
112 
meront par des polynomes entiers (par des fractions ration- 
nelles) en g:, gs. 

Les polynomes P,, P;, P manquant de second terme, on 
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aura en particulier 


! [4 

ND 7 0) 02/7710 0) 2M10) + 2/90) 

/ > 151 DANS > ST CRE 
(48). PRE Er Ms RS PTT O 


405. On a, d’après la formule (30), 


g(n+muS(n—m)u 


DAU — PU —=— = 
J P d?nu S°mu 


Remplaçons dau, ... par leurs valeurs Wyu(ou)", ..., 
ou disparaît etil reste 


CR + mn d nn 
L 


(49) pau—pmu—=— ——2— 


Uk 2 
n Tr 


De l'identité 
(plu — pmu)+(pmu—pnu)+(prnu—plu) =o 


on déduira 


ne CPAS D La Ver VERT — 0, 
l m 


d 2 2 2 2 
mTn di UE 


ou, en chassant les dénominateurs, 


(50) Vi Ver UE Aa en NPA d? Ew PP UP — O0. 


Posant en partuculier {[=1, m—n+1 et remarquant 
qu'on a Y,—1,d_»=—14,, on trouvera 


(51) dat Dre URI à USA LES 


Posons encore {—=1, m—n+1, mais changeons n en 
n —1 et remarquons que = — p'u; il vient 


(52) pu Von = Va (Una Dhs — Vnrr dE). 


Ces formules récurrentes sont commodes pour le calcul 
des fonctions Ÿ. 


Posons enfin m — 1 dans la formule (49); il viendra 


| [ 
(53) PU NUS EEE RES 


[12 
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ce qui donne pAu en fonction rationnelle de pu; car p'u ne 
figure au second membre que par son carré (au dénomina- 
teur ou au numéraleur, suivant que 7 est pair ou impair). 


406. On obuent de nouvelles formules de multiplication 
en décomposant pau en éléments simples. 
Les pôles de cette fonction sont (aux périodes près) le 


2 M1 01 + 2 72 Wo9 


point o et les points = 


» que nous représente- 
ER , , La 
rons d’une manière plus abrégée par —: Posons u — À ou 


æ ; À : : 
u—=— + h, k étant infiniment petit; on aura 


pau=pnh= > +cnh?+. 


TS 


La formule générale de décomposition donnera donc 
st J «p 
nu=— -;Qu——S TEE const. 
& Tu n° ‘ ( =) AE 
(1 
n'pnu = pu + ÿ P (a — 2) + C. 


L'identification des termes constants dans le développe- 
ment suivant les puissances de uw donnera 


D p (2) CO. 
Intégrons : 1l viendra 


nenu=tu + Ye (u — E)—Cu+c 


et l'identification des termes constants donnera 


—ŸY Er +C—0o. 


D'autre part, si nous changeons w en u+2w,, nu s’ac- 
croissant de 2 ñ w,,le premier membre s’accroîtra de n.2 nn: 
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et le second de n?.2n, — 2w,C; donc C =—Ù p est nul, 


résultat déjà trouvé par une autre voie (404). 
Intégrons encore, nous trouverons 


w / 
logs nu —logou +Ÿ logo ( u — ARE C'u + const. 


æ 
OU C'au TT C A 2) et'u, 


Identifions les valeurs principales pour uw = 0; il viendra 


Enfin, si w s'accroît de 2w,, nu de 2 nw,, © nu sera mul- 
tiplié par 


(— 1) CARTER NS 


et le second membre par 


2%: [u+ wi+ÿ) (u-£+u,)]+2cro, 
n°? ze 
(PAL) 


Nous aurons donc en identifiant 


L4 1 $ 
— 21; TR +2C'o—2pmré 


et de même 


14 1 . 
— md — — 2C Ga —= 2HTl, 


Hd, et 42 étant des entiers. En se rappelant que 


ET 
SEM DE CEE), 


on en déduit 
Ci 2€ (M2 Ni — Mio), Dear po). 


Mais on a, d’autre part, 


— a —h > ——— + n > ———— 
n n n m, À 


ours 


n(n—1) 


(20,+20)—=—n(n —1)o3. 
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Donc 
n(rn—1] 
EM — — EM — _—— 
et 
C=n(n—1)(n+n)=—n(n—1)n; 


et l’on a les formules 


(54) npnu=pu + (©), 


It 


(55) RON QU HSE (a E)—ncr in, 


14 
O' (« —— 2) 
(42 
== —10} 
e n(n LEA 


(56) snu=ndu] ——— 
#3) 


(57) p——0, DE n(n— ns 


407. Développons les deux membres de (54) suivant les 
puissances de u, 1l viendra 


I S2 
nu nu +... 
242020 2 


(22 
3 

= — +7 This 
28 


«w 6% 
n n 
sont nulles et que 
Ven p 
1 © Ne 
D: ap Pas n 


sont des polynomes entiers en g2 et g3. 
Il en sera de même, d’après la formule (22), pour les 
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sommes 
SU 62 
P—» > pi—; .. 
n n 
et, plus généralement, pour les fonctions symétriques 
.« rs 14 , pen , 
entières des quantités p —; résultat déjà trouvé (404). 
nm 
408. D’ après la formule d’addition, la formule (54) FEU 
s'écrire ainsi 
“A0 


10) DAT Pet ON + 4 


[ 
pu—p— 
n 


ou, comme la partie impaire en us annule évidemment, ainsi 


que la somme Ÿ p= ; 
(4 
p'iu.+ p'?— 
V2 


PR TE 
Fra 


ES > 


n'piu—pu +D |: 


Maison a 


ùt (29 , Are 
p'u+ p?— —=pu— pl? +op'?— 
112 142 n 


. (22 (29 À 
= (rune) D É2 (pu—»®) + 25% 


w . w I 
eu (pu POTERIE EEE pes) 
n n { 
(5 À ._ 
x (pu—r®) + 2p'?—;, 
n n 
pu + pup— nr = (re +2p%) (our 2) + 3P 
n LR n 


En substituant, et supprimant Île terme Ÿ'2 p >> qui 
s’annule, on obtient l'expression de n?pnu par une somme 


] 24 
LE, Die LC 


de fractions sim ples 
I 
ARE 
(58) ns RÉTARTIR ASE e 

n'pnu — nee cr ER a 
pau pu +Ù ee met 

UD 

P 5% 
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IV. — Les fonctions o,u, fou. 


409. Soient 264, 2W:, 2w3 un triangle quelconque de 
périodes primilives de pu; posons, comme précédemment, 


PH — 1, PO2— C2, PO3— C3, 


Co tir, Cas —iry, APE) 


et représentons par «, f, y les indices 1, 2, 3 écrits dans un 
ordre quelconque. 

Dans la formule (30) de la section précédente, posons 
9 —= y : 1l viendra 


NOTE CMS S(u+wa)S(u— we) 


G2H010 
Mais 
S(u—uw,)=T(u+og—20g) = — eur 0) Su + way), 
d’où 
Su + wa) 
1 DU — eg = CN GE — 
Gr) l £ d'u Ty 
———— ._,. S(U + wœ) 
2 H— eg = eo — "© 
2: VP $ OU Ty 


Le radical Vp u — e,4 est donc une fonction uniforme de w. 
Celle de ses déterminations que fournit l'équation précé- 
dente est celle qui, pour 4 = 0, a, comme le second membre, 


la valeur principale Ab 
U 


410. Changeons dans la formule (1) w en u+w,; elle 
devient 
T'(Uu+2w%) 
s?u 


Tu + ©y) ox 


P(u+ og) — eg = 67 atu +0) 
— e—21n,(u+0,) 62.20, (u+U),,) 


+ 2 
u 
CSS e21at4+0,,) a . 
DU + Way) 3° 
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Mauluüpliant par l'équation (1) et posant, pour abréger, 


(3) e sn li? 

il viendra 

(4) [p(u + wx) — ex](Pu — 64) = pe 
(4 


et, pour la valeur particulière u = wy, 


I 


do) (eB— eu) (ey— ex) = pr 


8R+ 


Posons encore, dans l’équalion (1), 4 = wg; on aura 


9 


eB— Ca — e—?21a%g — = 6e 20a0pr0,0, 00e 180 DU 
Mais on a 
Out OB+Wy—O, Nx + NB+Ny— 0. 
L'exposant de e sera donc égal à 
— 20408 + (a+ 08) (Ou + 08) — 104 — 108 08 
= NBO4— Naws —=— [af] — 


La] = [= Le] = [82] = [78] = — [ay] étant égal 
à +1 ou à —1, selon que les périodes 20,4, 2w8, 2 w, se 
suivent dans le sens direct ou dans le sens rétrograde autour 
du triangle des périodes. 

On aura donc 


(6) ARS me UE ï : 
UaUi Uz UE U: 


Permutons circulairement les indices 4, $, y et ajoutons 
les équations ainsi obtenues; il viendra 


(7) Ué + Ué + Ui —o. 
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D'autre part, la somme e, + e, + e3 étant nulle, on aura 
et, par suite, 


(8) ns TU US 


AIT. Soit 2 w°,, 2 w!, 2 w', un nouveau triangle de périodes 
primilives : posons 
1e lente à LS | LE ty te 
PO; —e;; PO — €, POy —e, 
Ne 27 EPA UT JRERRRE + 
Co — 1; CU), — No CD — N3e 


Les quantités e,, e,, e, reproduiront à l’ordre près les 


quantités €,, €», 3; car les unes et les autres sont les racines 
de l’équation 
hi — 93 — g3—=0. 


Désignons par 2w, celle des nouvelles périodes pour 

laquelle on a 
POu — Ex; 
posons 
ES Go EI 

et désignons enfin par [48 | une unité positive ou négative, 
selon que les périodes 2 w}, 2 w8, 2 w{ se suivent dans le sens 
direct ou dans le sens rétrograde autour du nouveau triangle. 


Toutes les formules précédentes subsisteront évidemment si 
l’on y accentue les quantités 


Ou GB; y), Na; NB, NY; Us, Us, U, [ap ]. 


On aura en particulier, d’après la formule (5), 


I ; I 
Uz — (e8— ex) (ey— Ex) —-- U:: 


8R+F 


Donc U, ne diffère de U, que par un facteur £«, racine 
quatrième de l’unité. 
J. — IL. 29 
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La liaison entre les deux systèmes de périodes considérés 
étant supposée donnée, ce facteur se détermine aisément. 
Soit, en effet, 


204 = 2M a+ 2208, 


l'expression de 2 w,-en fonction de 2 64, 2 wg. 
Puisque, par hypothèse, on a 


! 
PO — PU, 


W,— W4 sera une période; donc m sera un nombre impair, 
tel que 2 m'+ 1 et n un nombre pair, tel que 2 n°. 
Posons, pour abréger, 


© = M'oy+ 72/08, 
n'=Mm Net n°08; 
nous aurons 


1 
— = (Na +21)(04+ 2 0)) 
2 
Vie S(Hy+ 20) 


il 
— > Mut2n) (Wa +2 0) 


2 CIS (— 1) PER EUE en (+0) Jon 
—— (— 1) ARS" e1% a 140 U... 
Orona 


Ti 
NOg— Na 0 = N'(NBO1— Na08) = — n'[af] Fu 


d’où l'expression du facteur cherché 
\ÉESTE 


(9) DE rpm mn pa 2 Be 
œ 


Remplaçant — 1 par ?? et remarquant qu'on a 


2—[aÿ]=[af]  (mod4), 


il vient 
Aa=2m'(n'+1)+[as]n". 


On déterminera de même les facteurs 
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En choisissant convenablement les nouvelles périodes, on 
peut donner aux exposants À,, Àg, À, tous les systèmes de 
valeurs possibles (mod 4). 

Considérons en effet la substitution particulière de déter- 
minant 1 


Ou Wa + 27/03, O4 — 8, y —=wy—2n/08. 
Les muluplicateurs correspondants seront 


dañrn" A afin 


et pourront être rendus égaux à 4, 1, 24; u désignant un 
entier quelconque, en choisissant convenablement n’. 
Une substitution analogue 


DE he, Of — GB — 27 Oo, y = Oy+ 22 0, 


donnerait les multiplicateurs 1, £", £',v étant quelconque. 
Combinant ces deux transformations, on obtiendra les 


muluplicateurs 
ue, Le LUY, 
La substitution 
D = — Vas O4 = — wÿ, D = — &y; 


également de déterminant 1, donnerait les multiplicateurs &?, 
&, 12. En la combinant aux précédentes on aurait les multi- 


plicateurs 
"U +2 "+2 UEV +2 
+2, V2, Juve, 


Nous avons ainsi obtenu toutes les combinaisons de mul- 
liplicateurs 24, 18, dy où la somme des exposants est paire. 
On n’en obtiendra pas d’autres, tant qu'on se bornera à 
combiner des substitutions de déterminant 1, car on a, en 
vertu de la formule (6), 
Émis BIUS 
UzUzU; 


ÉBET EL 


et nos substitutions n’altérant pas e,, e8, e, devront laisser 
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le second membre invariable, d’où la condition 
LaBl = [ab] +2À4+28+ 20, (mod 4). 


Or pour une substitution de déterminant 1, [a$] = [af] 
(353). Donc À, + Àg+ À, est nécessairement pair. 

Si cette somme est impaire, 1l existera une substitulion de 
déterminant 1 pour laquelle les exposants des multüplicateurs 
sont y — 2, Ag, ÀAy—[aÿ] car la somme de ces nouveaux 
exposants est paire. Combinons-la avec la substitution 


Du = — Wow O4 — 8, Wy = y + 204 
pour laquelle les multiplicateurs sont 
OS LORIE 


La subsüutution résultante aura pour multiplicateurs 


412. Supposons la fonction p(u) définie non plus par ses 
périodes, mais par ses invariants £», 23 el proposons-nous 
de déterminer les quantités U en partant de ces données. 

Soient e,, €», e3 les racines de l'équation 


r3 = 
T— 23 — 3 —0, 


numérotées de telle sorte que e,, e:, e; se succèdent dans le 
sens direct autour du triangle e,e:e3. Nous avons obtenu 
(382) un système de périodes principales 26,, 262, 263, 
définies par les intégrales 


; MZ # ds Je 7 
—— SE — Woo — Se = — »; 
ne TOUR HAT 7e 1 ÈUENE 


el telles qu’on ait 
PY: ÆÆ €» PO2 — Co PO3 LE Ce 


Les r correspondants sont donnés par les intégrales ana- 
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#2 dz 
n=— f rs .…. 
ANNE 


2 


logues 


et les U correspondants par les formules 


U CR Mn 
| ; V(e—e)(e;—e) 


Mais ces dernières formules renferment des radicaux; 1l 
en résulte une ambiguïté que nous allons lever en détermi- 
nant avec précision la valeur des arguments de U,, U,, Us. 


413. Désignons pare,, e:, e: les angles du triangle e,e,e:: 


par + l’angle du côté e,e, avec l’axe des z; on aura 


arg(e;— €) = 9 
arg(e—e;)=9+T 


AN 
arg(e —es)=0+T—e; 
KR mod 2T, 
are(e —)=9—e; 
; N 
arg(e—e)=9+e+T 


FN 
arg(e — @&) = 9 + e2 


d’où 
/K AN 
Co +T— 03 T 
argUi=— À — : ï À, — 
MN 
(ep) € 
argU=—i—r nie mod 27, 
2 
MN 
@ € T 
LE ner NE 


À, ho, À3 étant des entiers à déterminer. 
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Or, si l’on fait varier 22 et 4, les racines e,, 6, es et les 
intégrales &,, &2, ©3, 1, No, 3 Variant d’une manière con- 
tinue, il en sera de même des deux membres des égalités (10). 
Les entiers À, ko, À3 conserveront donc une valeur constante, 
et il suffira de les déterminer dans un cas particulier. 

Supposons 61, €», e3 réels, et e<<'e3<e,. On aura 


d'où 


T 
arg Ü; pese 2: 54 arg = À 


Déterminons directement ces arguments. Le radical VZ 
étant réel entre e, et e3, imaginaire entre e; et e,;, &4, ni: 
seront réels et w>, n2 purement imaginaires. Leur signe 

, 2 ë Q 2 
dépend de la détermination qu'on voudra adopter pour le 


radical; prenons, pour fixer les idées, w, positif; w: sera une 


— ne, ts os 
- . e . . 2 2 , . L 
imaginaire posilive; € , € seront réels et positifs. 
ç G WW: 
Il en est de même pour —= et ——=: On a, en effet, par 
W W9 1 ? 
définition 
par / OH: 
FO O1\ Jw tom 
— I— — le (Ww—=2mMm\0, +274 00). 
(Op W / 


Or, les facteurs pour lesquels m; = 0 sont réels et positifs; 
et les autres sont conjugués deux à deux. en associant ceux 
pour lesquels m, a la même valeur et m, des valeurs oppo- 
sées. 


À CROP) \ , 
De même, dans ——, les facteurs où m, —0o sont réels et 


2 
positifs, et les autres conjugués deux à deux. 
On aura donc 


arg U, = argui — 0, ane Lars — 


el, par suite, 
NEO! ne LE 
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Pour déterminer },, nous remarquerons qu'on a générale- 
ment 


7N AN 


arg U, — arg U, — ee D) 


Supposons €, €», e3 réels el tels qu’on ail e3 €, <e2, 
FAN AIN : : 
e» ele; seront nuls, et l’on aura simplement 


argUs— arg Ur (A3 — l)= 


Mais dans ce cas w, est réel, w; purement imaginaire, et 
l’on a 


T 
argU,— argU,= argos— arg os — _ 
done 


À3— À =1, = 


et l’on a définitivement 


\ ZAN 
argUi= — À — ee 
Fe 
(1r) larUs 2 = 
ZX 
arg U, = — - e = + T. 


Ayant déterminé ainsi sans ambiguïté les quantités U,, 
U>, U; correspondantes aux périodes principales, on en 
déduira par la formule (0) la valeur de U, pour une autre 
période quelconque w,,. 


414. Considérons, conjointement avec la fonction &{u), 
les trois fonctions 

—na(n +5 

Le eu + wy) ë 

À 

(12) s 0% UÜ 


RUENTS 2» sh? 
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Elles se réduisent à l’unité pour u — 0. En outre, elles sont 


paires, car on a 


M, ee etat S(—u + 3) [Etes CURE 
T4 SO % 
Etat Su + dy — 204) _ eat EU O(U HO) 
4 T4 ge 10% 
O0 Us 


Enfin su s’annule lorsque & = w,+ période. 
15. On a, en vertu de la définition précédente, 


| Ne 
ur — 
(13) o(u+os)=U,e (Es AR 
On sait d’ailleurs que 
(14) S(u+20g) = — eat +04) Gu, 


Les nouvelles fonctions d,(u) jouissent de propriétés ana- 


logues : 
1° On a, en effet, 


—nu(n+3%%) 
2 e o(u+2oa) 
au + Da) = ————_-— —— ————  , 
Us 
d’où 
@) 
I n(u+ 22 
(19) Ta(u+og)=— —e \ en. 


Uc 
2° En second lieu, changeons uw en u + 2 w,; 
eat Su + ay) 


se reproduira, multiplié par le facteur 
— 670 0gtTIMNaU +20 ,) — __ enatu+w,), 


Donc 
(16) au +204) —=— eau) jus 


9° Changeons & en u + wg, B étant différent de a: on 


x 
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aura 
Ou 
[I — LCR nr ER 
PROMO ETTE ( ; RTE 
œ 
Or 
(U+ oi op) = Su —w,) =—e y ou + wy) 


PET 
ur Dar 
e-?1;u e / U;syu. 


Enfin, si nous remplaçons 4, n4 par leurs valeurs 


se transformera en 


mg (a+ 28) — BEM OR) En (a+ À HPIOE 


2 


—— O8 — y, RUE "y 
l’exposant 


dE 


D ( 
— : LU — 6) — 9 7 U —- 
az ( a : ae :) ny + y 


D'ailleurs [$y]—=[25]. On a donc finalement 


7 u+ © 
(17) CRU OR] e ne a t A +) Syu; 
œ 


4° Changeons enfin w en u+2wg; e-fet sera multiplié 
par ets, et Su +) par — estuotos), D'ailleurs 


e2140 420408 — elafité — __} : 


donc 


416. Considérons les fonctions 


sou 
fau—— —=Vpu — es. 


Elles sont infinies pour w — 0 et ont pour valeur princi- 
P P P 


I . = 
pale re Elles sont impaires. 
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Les zéros de f,u sont ceux de &,u, c’est-à-dire les points 
W4+ période. On a en outre, d’après les propriétés de d'u 
CLIOgU, 


(19) Jfatu+ 208) =fau, fau +208) =—/fau, Si BZo 


Donc f, est une fonction elliptique nouvelle ayant pour 
périodes fondamentales 20, et 4wg. 

Les trois fonctions f admettent pour périodes communes 
AO, 408, 4w,. 

En ajoutant à l’argument une demi-période on obtient les 


formules 

(20) Pt ae re. 
u 

(A1) alu + 08) = fa D 


Car les deux membres de ces égalités sont des fonctions 
elliptiques ayant mêmes zéros, mêmes pôles, etils sont égaux 
pour #4 = Wg Où pour uw = 0. 


A1T. On a la formule d’addition 


fo feu, — fau fiv 
(22) te Lo) TE ST SE 
Jau fat + fau fav 


Pour lPétablir nous remarquerons : 1° que les deux 
membres ont les périodes communes 24, 4w8; 2° que Île 
numérateur du second membre a, aux périodes près, un seul 
pôle double w—o, et par suite deux zéros, qui sont 
— 9 +, ete + w,; 3° que le dénominateur a aussi le pôle 
double # — o et deux zéros, à savoir — + et 0 + w,; car en 
dérivant par rapport à e la relation 


JP J(8 + wa) = — fa og fawy: 


on trouve 
Ja(r + wa) fat + fatv + O4) fat = 0. 


Le quotient a done comme le premier membre un seul 
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pôle simple — 6 et un zéro simple — + w,. Enfin pour 
uw = 0 ils ont la même valeur f,e. 


418. Il est aisé de déterminer les constantes f,wg qui 
figurent dans les formules précédentes. 
Posons en effet & — wg dans la formule 


Jéu—=pu—ex 


il viendra 
PSN Ja Op 66 — En: 


Mais cette formule ne fixe pas le signe de f,wg. Pour le 
déterminer, partons de cette autre définition 


il viendra 


O (O8 + w d'u) 
Jaos—= Crdiats D a) — 67108 : 
Toa 708 TOY T0)8 


Ta À NU UE 


Mais en remplaçant 7,0, par (na + n8) (os + w3) l'expo- 
sant de e se réduira à 


= (n804— 408) = [417 
donc 
Con U 
/ = — Sue 
Bibhobe Te Ua Ug 


419. Les constantes f,wg se nomment les multiplicateurs 
du réseau des périodes. Elles sont au nombre de 12. Car si 
l’on change de périodes fondamentales, de manière à per- 
muter ensemble de toutes les manières possibles e,, eg, ey, 
on trouve six valeurs différentes pour e8—e,=faiwg. Et si 
d'autre part on change le signe de la période wg, on change 


le signe de f,wg. 
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Ces multiplicateurs sont liés par les relations suivantes : 


Ti Ti 
S —{1a3] — 
4 5 2 


Jam  —taB] +1Ba) 


—— —e te — ir tah), 
JBOa | 
Jaog — oies +) + Uf — {— taf U*. 
Jaoy Ui US 
Les constantes 
6) eg—e 
(250 on s 4/8 
Jawy Ey — Ex 


se nomment les modules du réseau. Ils sont également au 
nombre de 12. Car leurs carrés ont six valeurs distinctes et, 
d'autre part, en changeant w,, Wg, w, en w,+ 208, w8g, 
&y— 208, [25] et Ug resteront inaltérés, mais U;, et par 
suite kÆg,, changera de signe. 

Ces modules sont d’ailleurs liés entre eux par les relations 
évidentes 
(26) . : 
kBy si KBa = 1, 

= = 1 ) 
qui permettent de les exprimer au moyen d’un seul d’entre 


eux, tel que kg, = #. 
Les douze modules seront en effet 


Re 
Ækpe= Viet, DE me. 
me 
k FE 
Eye Va ke E EVE “s l 
VABy— 1 BY 


au nombre de 24, sont encore des fonctions uniformes des 
périodes et se permutent les unes dans les autres quand on 
change les périodes fondamentales. 
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420, On a 
p'=4(pu—e;)(pu — ep)(pu—e,) = 4 fau fi uffu, 


et en extrayant la racine carrée 


(27) pu——2/ju/faufyu, 

(On doit prendre le signe — pour que les deux membres 
. A LL e. D) 

aient pour # — 0 la même valeur principale — a) 


Mais on a d’autre part 
fau—pu—es, 


Dérivant, remplaçant p'u par sa valeur précédente et sup- 
primant le facteur 2 f,u, il vient 


(28) fau—— fauf,u Co o 0) 
Ces trois équations différentielles, jointes aux conditions 
initiales 


I 
fau—-—-—o pour == 0 
u 


suffiraient à définir le système des fonctions M 
Elevons l’une d'elles au carré, et éliminons féu, f;u au 
moyen des équations 


(29) Jau+tei=féu+es=fiu+e;—=pu, 
on obtient l’équation 
(30) au (Jau res es) (Jeu + Ex ey}: 


qui définit isolément f,u. 


421. Les fonctions f peuvent remplacer avec avantage les 
anciennes fonctions elliptiques introduites par Abel et 
Jacobi, et dont voici la définition : 

Posons, pour abréger l'écriture, 


JB0a= M, fswy=M#, fr0a= M, 
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d’où 
fawg—=i CfIM, Jr08— it*81 M K, Jaoy= cta fl M £’. 


Les deux modules 4, X' sont dits complémentaires et 


satisfont à la relation 
+ kr, 
Posons encore 


Mo;— CL Mowg — 8, Moy— (2,, 


et enfin 
u u 
COTES a CRU doses … 
JB JB JB 
d’où 
u M SnT: M?sn'u 
9 Poe or LEE sn?u ” 
ie, | RANCE LUE M dnu 
Ja — snu NI Le snu 


429. On a évidemment d’après ces définitions 
P 


(O0) SD U- 0: SNA CHU OUEAT pour U =0, 

(34) sn(—u)——snu, cn(—u)—=cnu, dn(—u) = dnu, 

sn(u+2@8)—snu,  sn(u+2Q@,) = sn(u+2Q)=—snu, 
(35) én(u +20)=cny, cn(u+2,) = cen(u +2Q@8)—=—cnu, 


dn(u+92Q,) —=dnu, dn(u+2@g)— dn(u +2Q,)—=— dnu. 


Les trois fonctions sn, cn, dn sont donc doublement pério- 
diques. Leurs périodes fondamentales seront 


Pour snow tee 298 et 4Q, ou 4€, 
Pouricoree 24, et 4, ou 4Q@sg, 
POUR AU EEE 2Q, et 4Q3s ou 4,. 


Leurs zéros sont simples et situés aux points suivants : 


Pour env 2m ,+ 2m"S28, 
Pour cou 2m,+2m'Q@8+ 62, 
Fourünus eus 2mQ,+2m'Q8+ 2. 
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Ces trois fonctions admettent les pôles simples 


2m, + 2m 8 +08. 


S1 dans les formules relatives aux fonctions f on change 


r U 


— 


S 


Pr > 7. ; u 
v en —; —etsil substitu UE Je  HoDleuT 
u, en > Er et si l'on substitue pour /8:5> 8 sr eut 
valeurs (32) on obtiendra les relations suivantes 
(36) cn?u + sn?u — dn?u + k?sn?u —1, 
(ent CD AN, 
(37) { en'u—=—snudnu, 
{ du/u=— ksnucnu, 
(38) snu—(1—sn?u)(1— k?sn?u), 
cn u I 
HUE ORNE SUR CR) — 
( a) dn uw” 8) ksnu’ 
dn « 
Sn LO)— 
( v) kcnu 
Kk'snu 281 dn 
CHU NN CD (+ Oo) = 
dnu ksnu 
(39) A Doc paf 
Q,) ACID: 
cn Q ee. 
Y kenu 
K! Ltxfl en u 
dn(u+Q,) = —, dn(u + Qg)=— ———— 
dn « sn & 
LR 'snu 
An Ne ere,” 
| v) cn u 
On aura enfin les formules d’addition 
snucnp#dnp +snecnudnu 
SM) EE, 
D 
, cnucne—snu dnusnedne 
(40) CU HE) = ——; 
D 
duudne— k?snucnusne dne 
dn(u +9) — ie NN NE 


en posant pour abréger 


D—=:1—%#sn?usn"0. 
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La première de ces formules se tre immédiatement de 
celle qui donne fa(u + +). 
On en déduit 


cn(u+p)—I1—sn(u ++) 
__ D?—(snucne dne + snvcnu dnu)? 
TT TN TE D ONE 


Or on a 


D = cn°?u + sn°?u dn?v — cn? + sn? dn°«,. 


Remplaçant donc au numérateur D? par 


(en?u + sn?u dn?e) (cn°e + sn? v dn?u), 


il prendra la forme 


(coucnr—snudnusne dnp)?. 


On aura donc en extrayant la racine carrée 


en de cnu cne — . dnu snpdne 
Pour fixer le signe on posera ? = 0. Le premier membre 
se réduisant alors à cnw, on doit prendre le signe +. 
L'expression de dn (u + ») se vérifie de même. 
Les fonctions snu, cnu, dnu ne dépendent plus que du 


seul paramètre #? — He 
ey—e8 

Ce paramètre pouvant prendre six valeurs distinctes par 
un changement de périodes fondamentales, on voit qu’à un 
même réseau de périodes correspondent six systèmes de fonc- 
uons sn, cn, dn, tandis qu'il n’existe pour ce réseau qu’une 
seule fonction pu et un seul système de fonctions f, 

Enfin, la symétrie entre les périodes étant détruite par 
l'introduction des fonctions sn, en, dn, les formules corres- 
pondantes sont plus nombreuses et moins simples que celles 
des fonctions f. 
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V. — Les fonctions 9, uv. 


423. Jusqu'à présent, nous avons désigné par 2 61, 2 w», 


2 W4 trois périodes quelconques formant un triangle primitif. 

Dorénavant nous les supposerons, pour plus de simplicité, 

numérotées dans l’ordre où elles se succèdent lorsqu'on 

tourne dans le sens direct autour du triangle, de telle sorte que 
ü) . . . . . CZ 

le rapport 7 — _ ait Sa partie imaginaire positive et que, par 


suite, on ait [12] —=+1. 


42%. Si l'on change uw en u + 2w,, chacune des fonctions 
cu, su se reproduit (415) multipliée par un facteur égal au 
ni n° 


2 W; 


signe près à e?(#+tu,), La fonction e se reproduit aussi, 


multiphiée par cette même exponentielle. Chacune des quatre 
fonctions 


lit 


e 2 G), OU ons me 


CRM a Lodel 20: 


Gt 
2 & : 
se reproduira donc au signe près. 

Ces expressions sont d’ailleurs homogènes et de degré 
zéro en &, 04, 2 (Car n, = Cow, est homogène de degré — 1). 
Elle ne dépendent donc, en réalité, que des deux rapports 


(1) D ; T—= —: 
20); GO 


Posons. pour abrécer l’écriture 
4 P O 9 


(2) eTiv — ce eTiT — q 
TUE SA 
pa plus généralement, e ” — q"): nous pourrons écrire 
LIRE 


ER 30 


466 SECONDE PARTIE. — CHAPITRE VII. 


425. Les nouvelles fonctions #, #, ainsi introduites sont 
des fonctions uniformes de la variable z (q étant considéré 
comme un paramètre constant). Car à une valeur z, de 3 
correspondent des valeurs de v données par la formule 
Po + 2m (m enter); les valeurs correspondantes de w seront 
Uo+4mw, et donneront les mêmes valeurs à chacune des 
fonctions #, f,, puisque le changement de w en & + 2w, les 
reproduit au signe près. 

En outre, F, F, sont des fonctions entières de v, qui, lui- 
même, considéré comme fonction de z, n’a d’autre point cri- 
tique que 3 — 0. Donc les fonctions #, #, n’ont que ce seul 
point critique et seront développables par la formule de 
Laurent en séries convergentes, procédant suivant les puis- 
sances entières positives et négatives de 3. 

S1 u croît de 2w,, se changeraenv + 1,et zen — 3. L’ex- 


dpi 
ponentielle e *°' se reproduira, multipliée par e2n{(#+e,) : 
su, su seront multipliés par — eut), et ou, dsu par 


ce même facteur changé de signe (#15); nous aurons donc 


2 
e' 


Emi RENE É(— 3, 9) == HN 
F2(— 3, 7e F2(3, q), To: g}== F3(— 3, q)- 


= 
(ae) 
— 


Enfin, si w croît de 2w,, v se changera en e +7, et zen 


"1 7 
2 &, 


gz. L’exponentielle e se reproduira, multipliée par 


1: 0 
— Eu Pret CA 
wo 


e 1 


ou, en remplaçant n,w, par la valeur tirée de l’équation 


ci 4 
De — la — 
3) 
par 
__ Ti+204: 
e u), HE — Ta 2—2e-2n(u+w,), 


D'ailleurs du, du sereproduisent, multipliés par —e?na(#t0:) 
et o,u, s;u se reproduisent, mulupliés par le même facteur, 


(4) 
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changé de signe. Nous aurons donc 


LEMCANEÉST EEE 
( 


3,4), M2: 0e Jen di (eu 
T = ns te = 
l Sages, g)—=—g 5" %:(3,q) 


) APS Et om er 


426. Les propriétés (3)et (4) (jointes à la condition d’être 
uniformes et de n'avoir de point critique que pour 3 — 0) 
suffisent à définir les fonctions #, #,, %, #3 à des facteurs 
constants près : 

1 En effet, considérons d’abord la fonction (3, q). 
D'après. les relations (3), elle sera impaire en 3; son déve- 
loppement en série sera donc de la forme 

> 
10 0) =D AS Es 


-— 00 


Substituons ce développement dans la première des for- 
mules (4); 1l vient 


= ; } + a 
> Agir N Auqgriant, 


et, en identifiant les termes en z3?*7!, 


LE 2 a —1 2 2(n—1 JO 
A,—=— q AS (— 1)" q n+2(n—1)+ A, 


ti — QE GREAT : PSE Ja st 


no 
5 nie) (4) À 
1 L 


Si donc nous posons 


nous aurons 


(2, gi AÛ(6,T}), 
4(v, +) désignant la série 


DEP Ti De AA :); z?n+1 


(5) E 


co 2 


I (n+:) L À 
— d — LE0 2 et2n+i)niv, 


— œ 


| 
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A chaque valeur positive ou nulle de l'indice À est asso- 
ciée une autre valeur négative — n — 1, à laquelle corres- 
pond le terme 


2 


1 
= (— ne At e-(2n+i1)niv, 
L 


Réunissant les termes associés, nous obtiendrons cette 
nouvelle expression 


1\2 


CODES COSE =Èe 1) q| (#+3) siIn(27 +1)TP, 


où l'imaginaire £ a cessé de figurer. 
2° Passons à la fonction #,. D’après les relations (3), elle 
sera impaire en £, et de la forme 


oc 
= 
B »2n+1 
n = L] 
— 0 


Substituons ce développement dans la seconde des rela- 
uons (4); 1l viendra 


D Ê @ 
BUS g?2nr+1 — ù bp? J'en - 


> re F 
ÿ nn +— re 
PES je Dr JUNE —= Al 5) q Hp 


d’où 


Posant donc 


nous aurons 


Ü,(v, +) désignant la série 
2 1 \? se û 1 \2 
UE a (r+:) : 
DRpirt \ À = z2n+1 — û 2) L(2n+1)niv 
| trie ù 4 
(6) F ni 


8 


Le) 


(a+ ) 
=2ÿr ?/ cos(27n +1I)T®. 
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3° La fonction $, sera paire en z et de la forme 


Substituons ce développement dans la troisième rela- 
tion (4),1l vient 


è GA 
ù (D qui g2n — D QI Cr Anse 


et, en identifiant les termes en 3227?, 


BE — — (20 Cet 


— (— LE PAR LEO (— 1)* qe Co. 


Posant donc CG, = C, nous aurons 
DC ar). 


4,(, +) représentant la série 


Ne ND RD DL D ITU 
Be, Tr) = digne (—irqme 
(7) Le de 


(2) 


—=1+0 > (— 1)" g cos2nTe. 


1 


4° Enfin la fonction f, sera paire en %, et d’après la der- 
nière relalion (4), on aura 


M Débat). 
G3(w, +) désignant la série 
[+] 2 
<: 2 . : 
0,(», T) > ae EN e2nniv 


LI 
= 1 +2 ÿ qg"cos2nTP. 


1 
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427. Les séries 0, 0,, 0, 04, définies au numéro précé- 
dent, ont été introduites dans l'Analyse par J/acobi; mais la 
notation qui doit servir pour les représenter n’est pas encore 
bien fixée. M. Weterstrass, suivi par M. Æalphen, les 
désigne respectivement par 31, 2, So, 23. Parle changement 
d'indices que nous avons pris la liberté de faire, on rétablit 
le parallélisme des notations entre ces fonctions et les 5 cor- 
respondants. 


428. Si nous remplaçons g par sa valeur ef*, chacun des 
termes des séries 0, 6, sera de la forme 


= Hi(}?T+2Àv) 
Le ter D 


a et À étant des constantes. On aura évidemment 


OP EE 1 EN Dog ee te 
a T, nn (ant) T: 
d’où 
HER ee OT 
9) DAME TE 


Les séries 0, 8,, étant des sommes de termes de ce genre. 
satisferont évidemment à cette même équation aux dérivées 
partielles ; et leurs dérivées y satisferont aussi. 


429. Lorsque nous n’aurons pas à faire varier le para- 
mètre 7, nous pourrons le supprimer dans l'écriture et 
désigner les séries ci-dessus par 0e, . .., 0,v, etleurs dérivées 
(relatives à 6) par #o, 0e, ..., 0e, .... Dans le cas excep- 


tionnel où + sera variable, les dérivées relatives à + seront 
4 ! ® 08 
représentées suivant l'usage Pr ui 
T 


D'après les expressions données ci-dessus pour 4, ..., 4, 


FES 
A 
Le) 
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ou aura évidemment pour # = 0, d’où 3 —1, 


| 0 — © 
| Hs NN EN 
1 70 
030 ==1 + ANS D 
(10) RE — © 


1\2? 
DRE ar D 3 Ne CAS) (an + 1}. 


430. Si l’on fait croître w de w,, &2, W3, v croîtra respec- 


uvement de À, ?T, —+—1{+, et z sera respectivement mul- 


; 2 Z 
tiplié par &, g?, — iq 


ront les unes dans les autres les quatre fonctions 6, à des 


. Ces divers changements permute- 


facteurs exponentiels près, comme l’indique le Tableau sui- 


vant : 
I I 
6 (e+s)=8e, n(e+i)=- üÿ. 
2 2 
(11) 
I I 
(c+2)=e, au (e + s)=r 
1 —1 1 1 
| Ô (e +2) NZ De V 6, (e+ ir)=s Don Or, 
(12) , 
I —+ I ee 
a (e+ 5) = iq Part pe B(e+ ie) = pe tree 
D el tt 20 CAN LE <)= 1 
ANT ER — — 4 3U3, (ei = — 1q 
(13) É 
() DRAM = cs 8,0 8,(v LA A ee 
9 a 2 —— q A 1%; 3 Cr AS re — — 19 22 . 
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On a, en elfet, 


: 1e 
AE LE taie 
a) ; | — - — j}# : D) 4 2n+1 
(+i)=s rat 
1\2 
—=Ÿ (n+;) DIR ee . 
D'autre part, 


(+ 


112 
I (n+ 1 2 n+1 
)=; RL Li 29) 1) (g*2) 


D | nm 


[ 
expression qui se réduit à /g *z ‘0,0 lorsqu'on y change 
l'indice de sommation 7 en n —1. 
On a encore 


Les autres formules se vérifient avec la même facilité. 


431. En ajoutant une seconde fois à la variable l’une ou 


1 


l’autre des quantités +, +7, — :— +7, on obuüent les for- 


D] 


mules 


0 (+1) = —0P6, O,(v+1)—=— 0,06, 


_ 
SE O(o+i)—= dv, (Pr +i1) =. 6,9: 
un LE U+D=—ge tbe G(o+r)=g is tbn, 
I 
La (v + Tr) = gt ar 0e M (PET) = qe AU 
U6) [O0 (P—i1—7T)— g-1:?0v, De —1i—7)=— 9" 'z30,0, 


| Ga(v—i—t)——g!z30,0, Os(v—i—T)— g—=!320,v. 
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432. On a. d’après le n° 424 
; P ; 


26); 
non 

e ?% Sum 0) DU, 
Fons 

TT lt A CI AOL LS 
her 


CNRC UE (a qi DSP: 


Il reste à déterminer les constantes A, B, C, D. Pour cela, 
posons dans les trois dernières équations # = 0, d’où uw — 0; 
elles deviendront 


10; 1 CES tTON 1 110). 


La première équation devient identique pour 6 = 0. Mais 
supposons # infiniment petit, et calculons les deux premiers 
termes du développement des deux membres suivant les 
puissances de #; nous aurons 


1 re? 


CRE Rp 7} Qipr he. 


su T2019 


== PE CR 
2 6); 2 6), 


Le développement du premier membre sera donc 
0 — 21040 +... 


Celui du second membre sera 


3 Q!! 
NEO | 


et l'identification donnera 


g" (0) 


A6 (0) 21101 =— À 
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Nous aurons donc finalement 


nu), v? 9(e) 
(17) SU eh: Fo)? 
“D 
(18) Da ut —= er ED 


la constante 2n,w, étant donnée elle-même en fonction de q 
par la formule 


(19) 2010 —=— 7% 


Par ces formules du, s,u seront donc exprimées en fonc- 
1 
tion des trois variables w,, g*, », qui elles-mêmes sont liées 
à ©, W>, w par les relations 


Ti Wo 


(20) 7 CN p = —. 


53 
4 


433. On aura ensuite 


COAOE OURS RNPIG ES AREAS | LOUER 
“4 Eu TR pa ee — 20, lé ot op 


Gal pu Bt {Ni PORC 


(pv) 


D'autre part 


Noyer paie ne CE, 


su 2 0; Bx(o)O(r)” 
d’où cette nouvelle expression de pu 


1H IGMO ICRA 
23 UE +l— > —— |: 
ne put | Eté 
434. Développons cette expression suivant les puissances 
croissantes de #. La fonction 8(e) étant impaire, et la fonc- 
uon 0,(v) paire, on aura 


tv) LB es EE to)as LCA ER 
Bo) — 6"Éto) "#0 20) NET CUS 
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Le terme indépendant de v dans le développement sera 
donc 
10210020) LAON) 
a+) Lite — 3 rer 
et, comme on sait qu'il doit disparaître, on aura 
5 ARQCRER TEE RO SARA 
(24) ee. Ë ÿ'(o) Go) Mal 


435. Posons dans cette équation 4 —1, 2, 3 et ajoutons 
les résultats ; nous obtiendrons l'identité 


à ÿ"(o) a(0) 
ÿ'(o) 0eto) ee 


On à d’ailleurs (428) 


2B'( 0 
D A CNT 


9 84(9) 
ot 


et, en faisant  — 0, on aura en particulier 


2 .d 0 ) # .dôx 
ô (o) = 4ri- 2 ) Bo) Ari su. 
L'identité précédente peut donc s’écrire 
F2 dÜ,(0) 
Te ÿ'(o) 
LL De DÉTOUR 083 (0) :(0)8,(0) 


Le quotient de W(o) par 0,(0)0:(0) (0) est donc une 
constante. Pour la déterminer, supposons g infiniment petit; 
on aura, d’après les formules (10), 


1 f 
D rl) Hito)= Age: 
SÉRINE A NS pe ES BONE, 


Le rapport cherché sera donc égal à +, et l’on aura l’iden- 
Lité 


(25) ÿt(o)—=7r6,(0o)6.(0)6.(0). 
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436. On a 


œ 
ln (a) lu ) ro 9 ( ) 
nu Hot it 4 W 
UE Chase DOTE 
ÿ'(o) 
Op? 
Ve 0 
= (01 Wa — Ma W4) 26); 
120) en! — 5 —— 
g'(o) 


Si 2 — 1, le facteur exponentiel se réduit à l'unité ; d'autre 


part [formules (11)] 


I Oro 


Donc 
8,(0 2 6 I 
(26) WAR ARE 
(0) T 2(0)03(0) 
S1 C9, 11 Oo Nat . et l’'exponentielle se réduit à 
TT 1 
€ à — q'; 


d’autre part | formules (1 2 )| 


[l 
O & Lakis Ai te Un 
of 2e )=5(E) = in Da(o). 


Donc 
8,(0) 20: l 
ee M IC AO TO) 
Enfin, si a—3, ni04— nat4 = — _ _— = — ——. 
1} 


exponentielle se réduit à 


ir) 2e 
L 3 
e — UE 


D'autre part [formules (13)] 


l 
s( 2) =0(— =) —— 4 ‘6,(0) 
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et, par suite, 
Tr sat (0) 2 G)}  (& 


(28) U,=—2w;e Open en MOT CON D CO), 


437. On a (410) 
UE Ur LU 0. 


Substituant dans cette relation les valeurs ci-dessus de U,, 
U;, Us, nous obtiendrons une nouvelle identité 


(29) | di(o) + 85 (0) —6i(0) — 


Les formules (6) du même numéro donneront de même 


| ele x \? 
Mme moees e 
= 
(30) | CE — 3 = TŒEU? — (E | 0(0o), 
entte :N 
Er — Er — EERVES (5 ZE) 8 ( mis 


puis ces nouvelles expressions de e,, €», e3, 


20)] 


| 3e, = 6 — 3 —(e>— e)= | à [ ÿi(o) + 6k(o)], 


Ajoutons les carrés des équations (30), il viendra 


(ZE } [95 (0) +850) +0$(0)]—(e; —e)}+(e, —ez) +(e—e) 


Ho ce) O0(ee tee; tee) — 5 82) 


d’où 


TU 
2 6); 


(32) hbre 


D 
RER 


| L9H(o) + 83 (0) + 68 (o)]. 
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Le second invariant 23 — 4e,e:e; S'obtiendra par la mul- 
üplication des équations EAU 
Le discriminant A sera donné par la formule 
(33) A —16(e: — es)" (es —e3)? (es — e )° 
T 


= 16(-E) 6$(0) 82(0) Do 


2 6); 


167 
(364) 


9'8(o): 


On aura enfin 


£a 1 [0(6) +0%(0) F6 (Co) 
(34) Ji ram 


438. Les formules précédentes donnent le moyen pratique 
d'exécuter les calculs relatifs aux fonctions elliptiques, en 
les supposant définies soit par leur périodes, soit par leurs 
invariants. 

Supposons d’abord le réseau des périodes donné. Nous 


y choisirons à volonté un couple de périodes primitives 2w,, 


W: : . . . 
2 G)o telles que le rapport T — —7r —+ St all Sa partie 1ma- 
(On 
1 
. . . e 4 , . , r Um 
ginaire positive ; g sera déterminé par l’équation 
1 TiT 


% k 
q —€ 


Il importe, pour rendre plus grande la convergence des 
développements à employer, que la quantité [g| = 67% soit 
la plus petite possible. Il faudra donc rendre s maximum et, 
par suite, choisir pour 26, la période de module minimum. 
On aura, dans ce cas (362), 


d’où 


On pourra choisir pour 2w;, la seconde période du triangle 
principal. Si celui-ci est rectangle, on aura ainsi l’avantage 


de trouver pour g une valeur réelle et positive. De plus elle 
sera au plus égale à e”7, 
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1 
S haCS Fu 
Connaissant ainsi w,, w, et g , on calculera n, par la for- 
> Wa q ; 


mule (19), puis 2,3, w3 par les formules 


Ti 
1102 — Ne — ve 


2 4 À Den mn F2 ag me LE El D Da rt G)3 —=1 0. 


Les autres constantes U,, Ü:, Un, e,, 6, 63, 92, 92 A, J 
se calculeront par les formules des n°° 436 et 437. 

439. Réciproquement, supposons donnés g» et g, et cher- 
chons à calculer les périodes principales 2w,, 2w,, et la 


quantité auxiliaire des 


ei 


Nous déterminerons d’abord les racines e,, e:, e; de l’équa- 
tion 


/ -3 e — 
4 < TS? — 3 — 0, 


en les numérotant de telle sorte que €, e, soit le plus petit 
côté du triangle, et que ese, lui succède dans le sens 
direct. 

On aura ensuite 


UE a , GHOHQE) 
V Ce: — €) (es — €) 


les déterminations des radicaux étant précisées comme au 
n° 413. 

Pour obtenir q, divisons membre à membre les équations 
(28) et (27) et posons, pour abréger, 


il viendra 


CORNE 27 Ag 2 ge 


PNA En EN q a gt A0 Un 
ou 
amet LT Des it Le CI MU 1+ +... 
PATIO ETC PTRENENER Ca) 
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I nous faut calculer, parmi les racines de cette équation, 
celle dont le module est minimum. Nous savons que ce mo- 
dule est <+{. Le facteur entre parenthèses est donc très voi- 
sin de l’unité ; en le négligeant, nous aurons 


AG | 
y 2? 
AUX 


q — 


avec une erreur relative moindre que -i-. Si l’on veut une 
approximation plus grande, on mettra l’équation précédente 


sous la forme 
g+g+...—=a(i1+2q"+...), 


et l’on développera g suivant les puissances croissantes de «. 
On trouve ainsi 


Q=X+20+I)0 +... 


Connaissant g, on obtiendra 2w, par l’une ou l’autre des 
équations (27) ou (28), puis 26, par la formule 


Ti Wy 
(on 


=; 


d’où l’on tire, en désignant par Logg l’un des logarithmes 
de 4 choisi à volonté, 


2 6), 
a Log q + 4 mio, 


FAT ra 


m, étant un entier posiuf ou négatif; nous le choisirons de 


manière à rendre |2w,| minimum, ce qui achèvera de pré- 


ciser cette seconde période. Nous aurons enfin 


1 TiWa 


Nous pourrons donc, quelles que soient les données ini- 
tiales, déterminer toutes les constantes qui figurent dans les 
expressions de + u, 7au, Qu, pu et, par suite, calculer les 
valeurs de ces fonctions pour une valeur donnée de w. 
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440. Réciproquement, supposons p w donné et proposons- 
nous de calculer les valeurs de w. 
Soit &#, l’une d'elles; elles auront pour formule générale, 


LE Uo+ 23103 + 2 Mao 


Les valeurs correspondantes de la quantité z2— e?T® seront 
de la forme 


rex il 


‘ 0 EX 
dE ; 


elles constituent deux progressions géométriques de rai- 
son g? et sont réciproques deux à deux. ll existera donc deux 


2 


valeurs de z?, réciproques l’une de l’autre et de module 
I 


q| 


pourra surpasser | | + 


compris entre |q| et ; et le module de leur somme ne 


q 


" [| I 
module sera moindre que ( —+ =) — 
81/ |q 


Pour déterminer ces deux valeurs de 3?, nous pourrons 


5 |gl étant, d'ailleurs <7;ce 


partir des deux équations 


MAC A CIANCAAE 
Fr lee 7, (0) nl 


ue | g'(o) (Ce IE 
P Mel 6: (o) (er 


st 


Divisons-les membre à membre et posons, pour abréger, 


D 
19 19 


(0) pu —e, 
(0) pu —e; 


] 
& 
19 


D 


Ce 19 


il viendra, en extrayant la racine carrée, 


Ÿ (— Vide 
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Ib — I 
1 + q* “hote +... 


D'aprèsles limites entre lesquelles sont compris les modules 
de z? et de g, le second membre peut être remplacé, avec une 


5 . : I , 
faible erreur relative, par g (2 Li _) . Les valeurs cherchées 


de 3? différeront donc peu des racines de l'équation 


dont la somme est 


et a son module moindre que si nous déterminons le 


signe de la quantité ambiguë + b de telle sorte que sa parue 
réelle soit positive. 

Si l’on veut une approximation plus grande, on pourra 
opérer comme 1l suit : 

Posons 


L’équation pourra s’écrire ainsi 
a(i+q*U+...)=qUi+qU;, +... 
Mais on a la formule récurrente 


_ 2 — U, U, — Cr 
d’où 


L’équation devient donc 


qÜi+ qg(Ui —30,) +2. Aie 9 QUI 
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ou, en posant U, — = 
) P rh onr 
æ+qfañ—3qr+...—=a(i+ gr —2q +...) 


Or g? étant très petit, l’équation a une racine voisine 
de a dont le module est 1; on pourra donc sans crainte 
négliger dans le calcul les termes que nous n’avons pas écrits. 
On a ainsi pour calculer x une équation du troisième degré. 
On peut obtenir sa racine par un développement en série. 
Posons’en effet dans l’équation 


SÈVE ho + lg? + 1,q* +. . 
L'identification donnera 


Meur 

RCI NE TRE 

k—=a(2lol —2)—=2a— 24, 
À3=— + a(À?+25h) = da —5ai, 


ee .. 0. 


Ayant ainsi calculé x et U, n z? sera donné par une 
équation du second degré 
x I 
Pc —— + EE Ur? 
et enfin « par l'équation 
Di : 
Z— 6 1 d’où u — -1]0g 3? 


TT CALE 


441. Pour obtenir l'expression des fonctions 0, 0e par 
des produits infinis, considérons le produit 


! 2n 2 z —i 
De Noces) 
1 


Il est évidemment convergent (|g| étant 1), sauf pour 
z—0,et représente une fonction uniforme n'ayant pas 
d'autre point critique. 
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On a évidemment e 
PE SP). 


D'autre part, si l’on change 3 en gz, chacun des facteurs 
1 — gg?" 2? se change dans le suivant, et chacun des facteurs 
1 — gg? 37? dans le précédent, sauf le premier 1 — g?z ?, 


—9 


qui se change en 1 — 37? ; on aura donc 


T2 IA RES Le 20 
P(g5)= P(a ET 1— g°3° —=—q"l'z P(;). 


Donc P(z) ne diffère de 6o que par un facteur constant 


(426), et l’on a 


* 1 20 ’ 
% ; 
(59) 6E)=RP(a= gs) ] JG — ge) G— guest) 
1 


‘| 
— 24 q"sinTe [ | (1— 2q°" cos27 v + g'"). 
1 


On en déduit (430) 


(36) de 0fe+2)= x P(is) 


î 
gs RO D IC + gs?) (1+ ge?) 


1 


1 , 
= 24q"cosT? f | (1+2g% cos2re + g**), 


1 
1 1 1 
(87) Go —— ig30 (e + 2e) lie P( gi) 


: = mi DE, 
nr ) To 2) 0 ge) 
1 
= AGi—gs#)[la—-arts) LG) 
2 3 1 
= de G— gta) gts?) 
1 


1 als À À (1 — 79 COS Ter QU. 


1 
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et 


(38) Bo=efr+) 


— Lt. Il (x + iron: (1 Le O1 031%) 
1 


— À ; (29 cos2T + gt). 
1 


442. Il reste à déterminer la constante A. Pour cela, 
posons # — o dans la dérivée de l'équation (35) et dans les 
équations (36) à (38); il viendra 

| 1 
MIO TES FETE 
5 1 
L co 
Bi(o)=2%g a+", 
(39) : 
G(o)= +  [[a—g"-y, 
1 
G(o)= %À laura». 
1 
Substituant ces valeurs dans l'identité 


g'(o) = 7 Hi(0) (0) 0, (0), 


on trouvera 
[ll (1 — g2 } — M? il LG + gén) + gt) (gt 
RAT 1 


Mais le coefficient de A? se réduit à l’unité, car on a évi- 
demment 


|AROCROIETSS 


| 
=I1c+0 = I 
1 1 1 
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On aura donc 
plate ILc— q°"). 
1 


D'ailleurs, en supposant q infiniment petit dans l’équa- 
üon (38) on voit que % a pour valeur principale + 1. Donc 


(40) | % = [1 G—3"). 


On obtient aisément le développement de ce produit en 
série. À cet effet, partons de la relation 


ER % LG — HA ESS) (1— gi 372) 
1 } À 


ou 


co 


» (— ME] | (1 P# ir) (1 as. GE Est) (1 Fe qe 
1 


— © 


Dans cette identité, remplaçons z?, g par qg, q° ; il viendra 


(41) de pi tHgree À | (1 Et qiEe) (1 ais FA à (1 + GE 
CT 1 


= [le 7")= x. 


443. Substituons la valeur (40) de «4 dans les for- 
mules (39), et posons, pour abréger, 


| Lee 
pt=  g[IG—-o") 
1 


a)=vVi g°IIe+sr), 
(42) - 


Oa(T) — a “LIC—-9"), 


Ti 


1 
1 

p=e ‘g *[[a+srt); 
1 
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il viendra 


O0) 2To iT), 
| d(o)— y (T)oi(T), 


(45) | (0) op (T)o5(r), 
| d(o)=e* pi) or). 


Ces valeurs, substituées dans les identités (25), (29) et 
dans les autres formules du n° 437, donneront 


Ti 
(44) D1DI203;—0C art 
45)  pi+pr+p;—0; 
1 TUE 
pen (je 
T 2 
(46) { a—a=( TE) p*pe, 
TM ee 
ous p*o;; 
es T s % 8 8 
| a—(") ‘(ps — 9) 
TAN Se 
(47) Se (2 )'et(ot— gt), 
+0 AS 
| sa (7) p(oi — pi); 
2 OC ES | 
(48) a=35(—) PAPER Ta 
(49) o SSUTS Fe CCE ENCORE Sn 
88 37 20, /° Po Ps) (Ps PA/N Pa TP ss 
T 12 “ 
(50) a=(=) QE 
CORRECTE TS 


De la combinaison de ces formules, on peut encore 
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déduire les suivantes : 


2H 


J 
(92) J—1— D ge as (Par Ps) (Pi = Pi) 


16(e8— €)? 
53 a 
Le VE PANE EPS 
; BUT AE 28 
É LCR > TE — —— 0 


444. Aux développements en produits, que nous venons 


d'obtenir pour les fonctions Ü, correspondent, pour les fonc- 
Lions 


1 dlogou I dlogô(p?) 
Mr OM RSR Lime de dv L 
en OMAN NE, FORD d logü(v) 
PéREeus do =(—) EU > 


les développements en séries simples 


Par AE 
# DD g*"sin2Tv 
T ——————————_— 
dy tr COS2T 0 Pig 


sin?T? 


2 
(56) “ — 10, + 


2 Gi 


= C7 Het __ g*“*)cos2Te Éseh) 2 4 
(1— 29°" cos27rr g#4)? 


Les fonctions 


d? A U+=0% 
males (u+ws)=— 7 losUe | (+3 ds L& 


d° EX & log0,v 
—— | © + == D 
dus 52e (5) ( no: dv? ) 


admettent des développements analogues. On aura notam- 


p(u+og)=— 


ONOONTT US 
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ment 


(57) p(u +») 


8 AVES pe 
—— te pe 
(t 219 he CoOS2TF + UNE) 


L'identification des termes indépendants de + dans les for- 
mules (56) et (57) donnera 


er 
(58) At . D TD 
PT 


(59) =) En LE) Ven D. qi} 


A . Ï 
Posons dans les mêmes formules w =w, d’où = -; 
p2 


[ \ 2 qi 
6 = | — 24+8 2 D — —; 
(60) e; (=) |- know +T'+8T De + ga 


I 2 Tee 
1) =) | ne tr 


Enfin, en substituant ces valeurs dans la relation 
€: + C9 + C3 — O, 
on trouve l'identité 


2 
GE 


Zoe Dee ua) on nn 


445. Les fonctions su, 7,;u dépendent non seulement 


(62) 


de uw, mais des périodes 2w,, 2w:. De même les fonctions 
Üo, 0,e dépendent nonseulement de 6, mais du rapport+des 
périodes. Mettant ces paramètres en évidence, les formules 
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(15) et (18) deviendront 


PRES TI 

CU, Gp d)— 20e mr © 

( y 19 2) 1 DCONT 
GLS Ti) 
Oo NANTAIS Ve FLOU RAR RE” 
œ( , 19 2) 8,(0,7T) 


Remplaçons 2w,, 2w2 par un autre couple de périodes 
proprement équivalentes 


(63) 20), — 240-120, 209 = 200), + 2 dos. 


el posons 


Ni = AN + Or, 


| u (e PH AUAT c + dt 
p — ne mr 0 TR = ———: 
260,  a+ÜT oo,  a+bT 
Nous aurons évidemment 
f ! 
on! ! Sr) 0 .T 
gs (u, wi, &,) = 20 envie LRERR 
DHOTE 
8,(w'.r 
RO RO MATE) 
CPR 


Mais ce changement de périodes n’altère pas 7w et opère 
sur les fonctions s,u une simple permutalion, dépendant de 
la classe à laquelle appartient la substitution (63). Nous 
aurons donc 


! U SUPER) : : O(P,T) 
271 W1 © _n 21, 0), 9 : 
(64) rs DOTE) FAR 0'(0,T) 
Sn OUT) DC) 
271 D, P32% 20 40 0 RSR 
(69) É x(0,T') £ CAES 


l'indice + prenant à l’ordre près les mêmes valeurs 1,2, 3 
que l'indice #. 
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Or on a 


- 


D,—=0(a + bT), 


2 1 
u? [ni Mi 
ER &)" p— 2n01 6° — sit = mn) 
1É 1 


u? (an; + bn)o, — (au, + bos)n: 


2 (ao, + Owa2)u: 
Ah u?bTi PE bTiv? 
hkw?(a+bT) a+br 


B'(o,T') TE 


! 3 a+ bT ) 
A _ a+bTt 8'(o,T) $ ce) 
. ! bT iv? 
rteuTi)= Dao T) Eng (0, ). 


0 KO) 
446. Les constantes 


1 (Om) 8 (0,7) 
a +bt 8'(0o,t)’ DECO) 


A 


sont respectivement égales, d’après les formules (43), à 


1 CT) eh q(r)q(r) 


a + bTt (T)” p(T)o(T) 


Âu; ha étant égaux à 1 ou à o, suivantque leur indice est 
égal à 3 ou < 3. 

Elles seront donc déterminées si l’on connaît la valeur des 
quotients 
@(T' 


l 


7 
<S 
Ge 
7 
GE 
= 


x . 
@(T) Da(T) 

Renvoyant à plus tard cette recherche, nous nous borne- 
rons pour le moment à établir que les constantes cherchées 
sont des racines huitièmes de (a + br)". 

On a, en effet | formules (33) et (30 )|, 


12 
CONTI SPNRL? 


CÉMONTIEE (2) (es CAE 
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On a de même 


(20 de 


167" 


1 


DEÉTONTEN ES 
8 ! 2 6), : ! 1 \2 
Bo, T') — pr (eg —e;:)”, 


eu e8, €; étant égaux, à l’ordre près, à e4, eg, ey. 
D'ailleurs, le changement des périodes n’altère pas uw, pu 
et, par hypothèse, 1l change 


Ta(u, O1, a) 
en 
PANMOV ITRUIE 
En vertu des égalités 


GE 0e) 


UE z ; 
P L O'ATLE 
2 ! / 
Dr nat po (ups ms 
M ERNET Se 7 TT EES 
Ou 
on aura donc 
ER 
Ex — Ca 


et, par suite, 
(eg —e,)—(es—ey). 


Donc 
8'8(o, t') /&!, \12 
(0572) 6) PE 4 
eV) AN TRUE 
et enfin 


| 1 pen [= [D De (a + on). 


a+ bTt 0'(0,T) MÉStONT) 
VI. — Fonctions périodiques de deuxième 
et de troisième espèce. 


447. Nous appellerons, avec M. Hermite, foncuüons dou- 
blement périodiques de troisième espèce les fonctions 
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méromorphes qui satisfont à dés relations de la forme 


(a) p(u+2u)—=elit+Bo(u), 
p(u+2uw) —eht+Bo(u), 
À,, B,, A2, B: étant des constantes. 

On en déduit évidemment 


Q(u+2Mmo+2Maw0) = eAt+Bo(u), 


À, B étant de nouvelles constantes. 

Si A, — A, — 0, la fonction sera de seconde espèce. Si B, 
et B, s’annulent également, ce sera une fonction elliptique. 

Les fonctions su, z,u nous ont déjà fourni des exemples 
de fonctions de troisième espèce; leurs quotients f,u sont 
de seconde espèce. Proposons-nous de faire l'étude de ces 
fonctions en général. 

Il résulte évidemment des équations (1) que les zéros et 
les pôles de o(u) sont distribués périodiquement dans le 
plan. 

On en déduit d’ailleurs 


log o(u +20) —=logo(u) + Au + B,+o2mti, 


log o(u + 202) —logo(u) + A,u + B, + 2MoTL. 


448. Soient &, .:., a, ceux des zéros de o{u) et b,,..., 
b, céux de ses pôles qui sont situés dans le parallélogramme 
des périodes tracé à partir d’un point donné w,; on aura, 
comme on sait, 


2Ti(U—Y) ill d log o(u), 
2ri(Sa—2b)= fu diogo(u), 


les intégrales étant prises dans le sens direct autour du paral- 
lélogramme. 
Or il est aisé de les évaluer. En effet, supposons, pour 
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fixer les idées, que + ait sa partie réelle positive; on aura 
J dlogo(u) 


Uo+20; Uo+2W ;+20a Uo+2Wa to 
— 1 + f Lj + f d'log o(u) 
to u+-20); & Lo +20 41+ 203 Ld U+20 a / 


ou, en réunissant les intégrales prises suivant les côtés 
opposés, 


Up +20: 
IECTOE 1 d{logo(u)— logo(u + 20°)] 


Uy+20a 
+ f d{logo(u+2u;)—logœo(u)] 


Uo—+2 0: Uo+2WVa 
2 L Se du+ | AU 
U 


US 


= 262 À, — 261AÀ0. 


On aura de même 


fudigo(u) 


Uo+20: 
—— 1 u dog o(u)—(u +2uw,) dlogo(u +2uw:2) 


Eu, 


U+203 
ji (u +2.) dlogo(u +2w,) — udlogo(u) 


Uo+2Wi 
= [ — À,u du — 20, dlog o(u + 203) 


Uy 
Ug +2Da 
+ f Audu +2 dlogo(u+ou:) 
Lo 


À. (Uo + 2 4)? — u° 

2 
— 2%,[l0go (uo+ 204 +202) —log o(uo+ 202)] 
(uo+ 203)? — ui 


2 


+20, [logo(u +20 +202) —logo(u,-+20w:)] 
= — 20 AÀ,(u5+ 01) — 202[ Ai(uo+202) + Bi+2mri] 
+ 202 ÂÀ1(U5+ 2) + 201[ Au + 201) + B+2mTi] 
—  20i(A,0, + B;,+oamti) — 20(A,02+B;+2miTi). 


+ À, 
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Nous obtenons donc les deux relations fondamentales 
Le ÿ 203 À — 264 A2 27 —V), 


| 26h (A201 + B2+ 2m) 


(3) 


| — ou, (A1w + Bi+o2mni)=2nri| a — Eb]. 


449. Réciproquement, si ces conditions sont satisfaites, 
on pourra construire une fonction admettant les zéros, les 
pôles et les multiplicateurs donnés. Posons, en effet, 


OU A) ONU 0) 


_— CAE SL RER ER EN ARE Re 
p(u)—=e d(u—b,)...o{(u — b,) 


C'est une fonction de troisième espèce, ayant les zéros et 
les pôles demandés, et ses multiplicateurs seront e""“+, 
e"#3%+% en posant, pour abréger, 


Miu+N,= (hou +h4oi)a + 206 


be 
+ Lane —ar+ 1) — Ti] 
1 


V 
— D Lou (u — by + w,) — Ti], 

à 
Mu+N=(jou+hoi)a+2u,B+.... 


Ces multiplicateurs seront respectivement égaux à e4+h, 


A 


e*#+B 51 l’on détermine &, $ de manière à satusfaire aux 


équations 


Foix bon (y —") A 
kw?a+2w,8—2n(Z2a—2b) 
+ (2mm—ri)(u—v)=B;+oemrié, 
kwsa + 2n(u—v) = À», 
hw?t +265 —2n(È2a— 2b) 
+ (20 +mt)(u—v)=B, +2mri. 


Pour que ces équations soient compatibles, deux condi- 
tions sont nécessaires; on les obtiendra en éliminant &, f. 
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: 2 TL 
En tenant compte de la relation n;w2—n20,—= —,» on 
2 


retombe ainsi sur les équations (2) et (3), qui sont vérifiées, 
par hypothèse. 

Toute autre fonction o,(u) admettant les mêmes zéros, 
les mêmes pôles et les mêmes multiplicateurs que &(u) sera 
de la forme Co(u), C étant une constante; car fe quo- 


« L s RE à : 
tient pu) est une fonction elliptique qui n'a pas de pôle. 


o(u) 


450. IT résulte de ce qui précède qu’une fonction de troi- 
sième espèce qui n’a n1zéro, m pôle est de la forme 


Ceru+bu, 
Pour une fonction v(4) de seconde espèce, on a 
À: = A, — O0, 
et en vertu de l’équation (2) 
F = 
Les équations (4) donneront ensuite 
OL 


Les fonctions de seconde espèce ont donc autant de zéros 
que de pôles, et leur expression générale est 


S(u—a)...o(u— ay) 
GE SRE A PURE 6 FR PE 
(5) Ce s(u—b;)...S(u— by) 


451. On obtient de nouvelles expressions des fonctions 
de deuxième et de troisième espèce par les considérations 
suivantes : 

Soit o(u) une semblable fonction, ayant pour multiplica- 
teurs CARRE pri TE 

Posons 

Qu) = 2480 6 (ue), 
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les constantes #, $ étant déterminées par les relations 
ITA PET RON kwŸa +208 = B;; 


2,(w) sera une fonction analogue à &(w4), ayant les mêmes 
zéros et les mêmes pôles, mais dont le premier multipli- 
cateur se réduit à l’umité. Soit e*“*5 son second multipli- 
cateur. 

Si À — 0, v,(u) sera de seconde espèce. Laissons provi- 
soirement ce cas de côté et posons 


B O9 


U—= 200 — —) 26 —=—2MTL, TR 
À c) 


2,(«) se changera en une fonction We) et les relations 
D(u +20) —pu, Qu +20) = ei +Bou 

deviendront 

(6) Yo +i)=Wr, Vo +r)=e-tmrieW'p. 


Nous donnerons à ces fonctions particulières W(e) Le nom 
de fonctions réduites. Le nombre »: se nomme l’ordre de 
la fonction; c’est un entier (positif ou négatif), car la for- 
mule (2), appliquée à ce cas particulier, donne 


M—=U—Y. 
452. Ces fonctions réduites ont été construites par 


M. Appell de la manière suivante : 
Posons, comme précédemment, 


PETITES e TT — Ge 
W(e) se changera en une fonction de z. Cette nouvelle fonc- 
tion f(3) sera uniforme, car, en vertu de l’équation 


Y(e+i)=W(e), 


à toutes les valeurs de #, qui correspondent à une même 
valeur de z, répond une même valeur de la fonction. De plus, 
J. — II. 32 
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Ti 
f(3) n'aura pour points critiques que des pôles correspon- 
dant à ceux de W(+) et le point essentiel 3 — 0. 

Enfin les équations (6) se transformeront dans les sui- 


OL 


log z n'admettant qu'un seul point critique 3 = 0, 


vantes 
ASC) = GER TIR 
Il s’agit de construire les foncuons f (3) qui satisfont à ces 


relations. 


453. Supposons en premier lieu » positif, et admettons, 
en outre, que la fonction W(e) soit entière; f(z), n'ayant 
d'autre point critique que 3 = 0, sera développable par la 
formule de Laurent; mais elle est paire; le développement 
sera donc de la forme 


En le substituant dans l'équation 


(gs) = 2" f(), 


co Lee] 
ù ATARI 372 ÿ À, 5270, 
— œ@ > 


—— 00 


il viendra 


ce qui donne, pour déterminer les coefficients A,, la for- 
mule récurrente 


4 NP 
Sirhemor qu: 


Les coefficients A5, A,, ..., À», restent indéterminés. 
Soit À, l’un d’entre eux; on aura 


ES 27 
Ayim—= Arq°", ST 
À AT R enr e e A Rail inner Set + (n—1\m)] 


— NT le mn(n—1) 


FONCTIONS ELLIPTIQUES, 499 


Si donc nous supposons 


Le 2 
» ; . 
O,(2) — (ACTE NPLESR) GAP Ep) 
— 
(8) : 
—- > he ESA ETAT 
— co 


\ 


la forme générale des fonctions cherchées sera 


1 — ] 


(9) ; ÉD Or 


ou, en revenant à la variable primitive # et désignant par 
T,(v) ce que devient alors 6,(z), 


mn — 1 


(10) D Ne Er A 


Si, au lieu de grouper ensemble les termes de f (3) qui cor- 
respondent à une même valeur de r, nous groupons ceux 
pour lesquels 7 a la même valeur, nous trouverons 


co 
En PE -1) $2nn P(g2?), 


100 


Le) 
Y(v) — > NAGER e?nnTiv Pie CAR) 


100 


P(s)= A+ A3 +..:+ A»,3"7 désignant un polynome 
arbitraire de degré m —1. 


454. Les fonctions réduites W(e) d'ordre positif »# ayant 
y pôles D, ..., by et ne +-y zéros a, ..., Gm,, admettent une 
représentation analogue, où le polynome P(:) est remplacé 
par une fonction rationnelle R(z) ayant pour numéreteur 
un polynome P,(:) de degré m + yY—1 et pour dénomina- 
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teur le produit 


(3 nn eeTib,) Fe (3 EP ÉTia), 


Posons, en effet, 


Q0 


y, Vie > G'HPENO g2nn KR (40e : 


1.00 


1° Cette série sera convergente, sauf pour les valeurs de z 
qui rendent infini l'un de ses termes. En eflet, | 7| étant 
<ietm>>o, la racine n°" du terme général tend vers zéro 
si n tend vers +, et il en est de même pour la racine 
— nimé si n tend vers —00. 

2° C’est une fonction paire de 3. D'autre part, si l’on 
change 3 en gz, chaque terme se change dans le suivant, 
multiplié par :72*; donc 


5) = its) fi(qgs) =" fie) 


et W,(e) est une fonction réduite d'ordre m. 
Poe pôles sont aux points pour lesquels on a 


HE 32-— e?2Ttb, : qe z?— e?mib, 
ou | 
e?NTIT+2TI0 — CRUE # 
d’où 
p—= b—ntT+n!, AUS P— b,— nT + n!, 


n, n'étant entiers. Ce sont les pôles de W(v). 

4° C'est une fonction linéaire et homogène des m + coef- 
ficients, encore indéterminés, du numérateur P,(3). On 
peut déterminer les rapports de ces coefficients de telle sorte 
que W,(v) s'annule pour 5 = a, &», .…. 
Y(v) 
Wi(v) 
n'ayant pas plus d’un zéro; ce sera donc une constante. Mais 


. Œm+v_1 . 


Cela fait, le quotient sera une fonction elliptique 


W,(v) contient encore en facteur une constante arbitraire; 
on pourra la choisir de telle sorte qu’on ait Yi(v)=Y(e). 
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495. Posons, en particulier, 


2 rie?Tñiw 
R (z) En ITR 


+ étant un point intérieur au parallélogramme. 
La fonction réduite 


3 T L e2Tiw 


co 
; SN = mn(n—1) ,2MnTiv 
(11) (es EN € qi erriv  erriw? 
— 0 


formée avec R(z), n'aura dans le parallélogramme qu’un 
pôle simple w, et l’on vérifie immédiatement que le résidu 
correspondant est égal à tr. 

En dérivant les équations 


P(o+i,w)= (sw), Wow) —etmme (vw) 


par rapport au paramètre , on voit que 


o°w 1 Of 


A LUE | DR ee D Ta 
LS Ir O0 


sont également des fonctions réduites; d’ailleurs, elles 
admettent le seul pôle æ et la partie infinie de leur déve- 
loppement aux environs de ce point sera respectivement 


I I 
(# —  )?” (oO — 11); É 


Cette remarque fournit une décomposition des fonctions 
réduites en éléments simples. Soit, en effet, (vw) une fonc- 
tion réduite d'ordre m, admettant les pôles #,,#2,...avec 
des ordres de multiplicité k, [, ... et soient respectivement 


À A; À} 
E — (1, Fr (e — 5, )° __(o— w,)f 
B 5 B; 


afn es c'e le Lin (eee eo 0 "à +, etets sde el aleslakeur lets. °° 21e 
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les parties infinies de son développement aux environs de 
ces pôles. Posons 


Dr—A,  Y(e,w;) LA ER +. 


PAS dE, w.) 
A EE Dh 
AY(v, ww) 
27 + 


23 


—+- 


+ B,W(6,,) + B; + We 
Le reste W',(v) sera évidemment une fonction réduite entière 
d'ordre mn et pourra se mettre sous la forme 


Co To(e) + GT,(v) tai. OS Sn VERT AT. 


456. La fonction W(e,#), qui nous a conduits au résultat 
ci-dessus, va également nous servir à construire les foncuons 
réduites où #2 est négatif. Pour cela, 1l nous faut considérer 
sw comme la variable et 6 comme un paramètre. La fonc- 
uon n'aura dans le parallélogramme qu’un seul pôle simple, 
w—#,et ce même point sera un pôle double, triple, etc., 
pour les dérivées RS ER prises par rapport au 

dv dv? 
paramètre ?. 


Posons, pour abréger, 


ei — 3 


= HS MU = VE 


la fonction prendra la forme 
(e, w ) =D re == 1) z2mn F te 2 — F(z, A 


On a évidemment 
(12) PGs ph 

Changeons, d'autre part, £ en gt et remplacons en même 
temps l'indice de sommation # par ? +1, 1l viendra 
2 TL 


20 
. En 
FE (3, qt) 2 gerer s?m(n+1) 


=— 00 


se g? EE L? ? 
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d’où 
| F(z,gt)—émF(s,t 
& 3 9 » 
SIN IT NP II 
— q'an(tn—\) =2mn ve ) l 
ès ‘i : RE qu L 
— 
n fr — 1 
U >) —— 2TL > pote a rt ù ose A EE LE 
ee = 0 
r=Im—î1 
—\ITL à O,(3) Ur) 
| = 


En repassant des variables auxiliaires 3, £ aux variables 
initiales », , les relations (12) et (13) deviendront 
Yo, +i)= We, w), 
Os 
: rs. AS. nas. 
Pr, Tr) — emtiw W(p, w) —oariz Poe 
0 
En les dérivant par rapport au paramètre 6, on aura plus 
généralement 
dY(», HIER JE Ye.) 
Dot dev“ 


mm — 1 
dE (vo, æw+T) … dv, w) 
L __ pbaMmTi ? ue , (Æ) fo p?(m-r'Tiw 
dv" à de” "r ri DT (DE 
0 


) 


457. Cela posé, considérons une fonction réduite &æ où 
le nombre y des pôles contenus dans le parallélogramme sur- 
passe de » unités le nombre des zéros. Soient #4, p2, ... 
ces pôles; Æ, /, ... leurs ordres de multiplicité respectifs. 

Formons l’expression 
JT v,, 4] 


S(w)= A1 F(91 8) + Às dP + Àx dv*-1 
1 
ES h 
ER A EE OR E MR PAL 


dr 
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Elle admet les mêmes pôles, avec le même ordre de mul- 
uphicité. De plus, on a évidemment 


(14) S(æ +1) =S(w), 
nm — 1 
(19) S(æ > ) Far GARE S(æ) ——— ami D U em 
0 
en posant, pour abréger, 


Dis NAT. (0) ACT ) PER 
BIT, (ee) ABS CR) EN BTS 
A nie ane 802 vel 2 che sde ele ee TN A CCE 


Disposons des y constantes À, B, ... de manière à saus- 
faire aux m équations 


UE "e; Ur=0; .. ÉPRL O. 
L’équation (15) se réduira à 
S (« ce T) — e2nTiw S ( w). 


Donc S(#) sera une fonction réduite d'ordre — m, ayant les 
mêmes pôles et les mêmes multiplicateurs que Ÿw. Elle 
dépend encore linéairement de y — m constantes arbitraires, 
dont on peut déterminer les rapports de telle sorte qu'elle 


, ; Ur: 2 
admette y — m—1 des zéros de Um. Le quotient Su Sera 


donc une fonction elliptique, n’ayant pas plus d’un zéro. Ce 
sera donc une constante. | 


458. Passons aux fonctions de seconde espèce, dont nous 
avons réservé l'étude (451). Soit ©, u une semblable fonc- 
tion, aux périodes 26,, 2w, et aux multuiplicateurs 1, ef. 
Posons 


U=2 022 qu —= Ve, 


La fonction Ÿ(v) aura pour périodes 1, + et pour multiplica- 
teurs 1,18°, Soient, 0, 0d/SeSSZÉTOS CLIN 
pôles dans le parallélogramme des périodes; posons, pour 
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abréger, 


Po 20 —7S. 
On aura, d’après la formule (3), 
RP PET 2 RIT. OnIs. 


Supposons d’abord que s soit une période, telle que nr + n,7 
(n, n, étant des entiers). Posons 


do — CANTON 
On aura évidemment 


ACER ROUGE DE 


= = lle 
" ) 
sa HT T) = e—?Titm,—n,)t D ( ES — eb-2Ti(n,—n,)Tt 
'ad d 2 
— er ?2MRi—-2nTi = 1, 


Donc {v est une fonction elliptique que nous savons 
construire. 


459. Passons au cas général, où s n’est pas une période. 
Nous poserons 


d © — OUR VAE 
{9 admettra les mêmes zéros et les mêmes pôles que do et 
ses multiplicateurs seront 


j et eB—2MTIT — er?Tis—2m,Ti —— e-2mis, 


Cette fonction réduite ‘/(v) sera de la forme 


O0(6— a)...9(0 — a) 
(16) ÉD AS ne RTE PTE 
DUT ARE ES 
Car le second membre admet les zéros a, les pôles b et 
ses multuiplicateurs sont 
IE (— e-mil?(p—az)+t] ) 


I et —_— © — ET TES, 
Il (— e=nit2(#—6;)+] r) 
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Son rapport à + est donc une constante, qui se réduira à 
l'unité par un choix convenable de C. 


460. Considérons parmi les fonctions réduites la fonction 
particulière 


(17) F{v) — 


Elle a un seul pôle v = o, pour lequel le résidu est égal à 1. 
On voit d’ailleurs, en dérivant les équations 


F(e+i1)=F(ce), (nee TEL 


que F'(v), F'(6), ... sont de nouvelles fonctions réduites. 
Elles admettent encore le pôle unique zéro, et leurs déve- 
loppements aux environs de ce point auront respectivement 
pour parties infinies 


Toutes les fonctions réduites y + sont exprimables à l’aide 
de cet élément simple. Soient, en effet, b,, b,, ... les pôles 
distincts de 7 dans le parallélogramme, et 


DOME \x B; 
G'ERep “Aus PORTE 


les parues infinies du développement de 4 (») aux environs 
de ces points. On aura 


4(P)= A F(o6—b)— A, F'(e—b,) +... 
if A4 ne 
+ — FD (0 — b)+B,F(r— b,).... 

ÉCART) ( L A +) 
Car la différence des deux membres est une nouvelle fonc- 
on réduite n'ayant plus de pôles; elle sera donc de la 
forme Cef*; mais de plus C sera nul. En effet, s’il ne Pétait 
pas, cette fonction aurait pour multiplicateurs eB et eff; 
mais ces multiplicateurs doivent se réduire à 1 et e-27#; on 
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1 


devrait donc avoir 
WT _ x , 
DENT E, ÊT—=—2TiS +2niTi (a, nr; entiers) 
PAT À 
et, en éliminant », 


S=—nT+ Ni: 
s serait donc une période, contrairement à l'hypothèse. 


A61. L'élément simple 


g'(o)0(v+s) 
O(s)0(») 


FX (1 si re 
auquel nous venons de parvenir, satisfait aux relations 
F(oe+i,s) =F(r,s), HÉOET Eee 2270 Hu) 
et, comme il est symétrique en # ets, on aura également 
F(e,s +1) —F(e,s), HSE) es TP (PS) 
Les quantités +, s peuvent être mises sous la forme 


À +, Be + bat, 


h, A1, 4, , étant des quantités réelles. Au moyen des for- 
mules ci-dessus, on pourra ramener le calcul de F(v,s) au 
cas où À, et y, sont compris entre o et — 1. Dans ce cas, les 
quantités 

FRS ÉS AE At 


seront comprises entre 1 et |g Ft 


462. Pour obtenir un développement de F(#,s), valable 
dans ces conditions, calculons l'intégrale 


F(x,s) 
Parme Dre 
A LS 


autour d’un parallélogramme ABCD ayant pour sommets les 
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points 
I + [ 16 
Ans ET ÈRe La D'or ere 
a (jte Mit à 
x I T e 
C—= ++ pr, D=—-+-+p'r, 
a 2 2 2 


p et p' étant des entiers infinis. 

Par suite de la périodicité des fonctions F et e?ti, les 
intégrales suivant BC et DA se détruisent. 

L'intégrale suivant AB est infiniment petite; car on a le 
long de cette ligne 


Rs 
LL = — - —— PT HITbs 
y variant de o à 1; et, par suite, 
| pare 
HIT) ee He Pa s), 


e?TiX — Jo eTi(2y—1-T) É 


| 


Or F(x,s) ne devient infinie que pour les valeurs 
sont entiers; EE _ + y, s) 

\ 
reste donc finie lorsque y varie de o à 1. L’exponenuelle 
eti2»-1-7) restera de. même finie et différente de zéro. On a 
enfin, par hypothèse;: 1] e7#| = g | Lesfacteurens 
tendra donc vers æ avec p, mais moins rapidement que q°??. 


Ce IeE MT OÙ 71, II 


La fonction à intégrer tendra donc vers zéro lorsque p tend 
vers co. 

L'intégrale suivant CD est aussi infiniment petite, car on 
a sur cette ligne 


IT Ou, 
y variant de 6 à — 1, et par suite 


F(x,s) etre 


eTiL — GRELERÉCNEERT 
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Ces quantités tendent vers zéro pour p'— «. Le numéra- 
teur de la fonction à intégrer tend donc vers zéro, et son 
dénominateur vers la constante — e?7, 

L'intégrale considérée étant nulle, comme on vient de le 
voir, pour p — ©, p'= , la somme des résidus relatifs aux 
pôles intérieurs à ABCD sera nulle. Ces pôles sont de plu- 
sieurs sortes : 

Le dénominateur e?Tét— e?t# s’annule aux points 
æ—=v+n (n entier); l’un de ces points est intérieur 
E(o,s) 


à ABCD; le résidu correspondant est —— ; 
2,7 LGETEP 


Le numérateur F(x,s) devient infini aux points x = n7, 
et l’on a 


Dan: ; I 
PUNTO GP RO Calle e +... +) 
ARTS 
le résidu de F relatif à l’origine est 1. Le résidu de 
E(z;s) 


mega Par rapport au pôle n7, sera donc 


ES re 
e 2TiS/1 


— 
Che 22 e°Tiv 


Egalant à zéro la somme des résidus et posant 


CPE %, eTis —: £e 
nous aurons donc 
œ 
! ft? 
(18) A dd ” 
Dore ædi—qg "5" 
— 


463. Pour 7 —0, on aura au second membre le terme 
[! 
1— 3? 


On a d’ailleurs, en changeant x en —— n, 


tr? = Lt?! FRA 2 
D riad nier D 1 EE _—2 => Fe PONT EC 
1 
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(] s 
D'autre part, 
"A 2 9 2 
IL FREE 
> ee DD HAE 
SANT à ET: UE 
1 


Enfin, || étant © 1, par hypothèse, 


[°°] 
I 
Se nr 
1— {—- 
1 


Nous pourrons donc écrire 


J ] 
TE PS) = ——— © + ———— — 1: 
D 1— 57? 1— (>? 


FR Il 2? ta JEREe | 
-È( — gs Trier ie FE a 


Cette formule a été établie en supposant 1 <|4|<|g EX 


(19) 


z restant quelconque. Mais, si l’on change 6, s en — p, — 5, 
d’où z, ten 37!, 47!, les deux membres ne font que changer 
de signe. L'égalité subsistera done si |£| est compris entre 
Let|g|. 


464. Si | 3] est également compris entre [g|"' et|g|, on 
pourra développer en série les quantités (1— g2#232)7!, 
(1 g?"37?)7 1, On obtient ainsi la série double 

il Il I 


EF ER ANNE ee Se =! 
2TL es ee Mes 


(20) 
S Ÿ DAT Lu s2m 2h ta 


!l [l 


ou, en remplacant les exponentielles par des lignes trigono- 


métriques ÿ 
F(r,s) = r(cotro + cotfs) 
2 Lee] 


21 « 
C4 | + DNS GAP ST AT (TE AE 


1 Il 
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465. Cette expression en série double met en évidence la 
symétrie de F(v, s) par rapport à ses deux arguments. Pour 
obtenir une série simple offrant le même avantage, considé- 
rons les termes de la série double où m5 An. Posons 


MN + 0. 
Leur somme sera 


n = © p— 


Ÿ » sb AE) das et ne DR A) 
sd 


nm —|! p —=0 


ou, en effectuant la sommation relative à 


2; 
co 
\ Le fn s?n tr? =—2n 
C F 24 D 1: D D Ÿ 
FF 1 1— q°" 2? 1— quiz 
1 


Les termes où » 5 nm donneront une somme analogue, qui 
se déduit de la précédente en permutant z et 4. 

Ajoutons les deux sommes précédentes, el retranchons-en 
la somme des termes où » = ñn, afin de ne pas les compter 
deux fois; 1l viendra 


D I I 
— F(p,.s) = — + ————— 
2T 4 Ne IENZ J — [T° 


co 
I I 
ÉTS 2n° p2n L2n A et} 
(22) é 23 (— 1 — q°" 6? ) 
Il 


“ 


il 


9 2 


NES r) 222 20 


Le] 
+Y aq? tr?n =—2n - + ; RE! 
1 1 FL 2n y—2 # 
1 


Cette nouvelle série est d’ailleurs convergente pour toute 


valeur des arguments, car la racine #"*"* de son terme géné- 
ral a pour limite zéro. 


466. Ayant trouvé par ce qui précède, el cela sous plu- 
sieurs formes différentes, le développement de la foncuon 


8'(o)0(v+s) 
E(s)O(e) 
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on en déduira, sans peine, beaucoup d’autres développe- 
; | : P PP 


ments. 
I ll I I 
Changeons, par exemple, ven ÿ + ss 0 + ;Tou ps CE ei) 
1 Ua ; 
el par suile 3 en 23, q°z OÙ —1q 22. Les fonctions (vw), 


H(e + s) seront changées, à des facteurs exponentiels près, 
dont nous avons donné l’expression (430), en 


Br), B(r+s); dr), B(r+s); dr), (er +s). 


Nous aurons ainsi obtenu le développement des trois fonc- 


tions 
g(o)8,(v+s) 


AU PETER TS 


Accroissons à son tour s d’une demi-période; nous obtuien- 
drons le développement des fonctions 
B'(o)8(e+s) g'(o\8,(6+s) 
DE Ts 0e Og(s) dat) ; 


467. Comme exemple de ce calcul, cherchons le dévelop- 
pement de la fonction F,(6, s). 


On a (430) 


11 
RG 0) DT 10 +ir), 


] I 
= | — + ————— St 
== Lt {r? 


7" 
[+] [+] 
— fée pari 3? Rte £2n+1 3 —2 
—> ES (Je 2? +Y Ti goes L 
| 1 
Le premier terme peut s’écrire ainsi 


I gts? 


TEST 1—q5°? 
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D'ailleurs 
ee co 
ql=°? FN AUTO QU et 2 
LES MEN it NIE 1 gi ist 
1 
Donc 
æ 9 1 72 | DL ? 1 2 +1 9 \ 
aN—bPpin-t 27—1 /—2n £ 72 
IR SNRREENS FRS eh ane US 
AE LI) | ASEENTE [ MS amorce VE HAE 
1 


THAT D 


nous pourrons développer les quatités /1— 924-132)! et 


Si nous supposons que | 22 soit compris entre 


» 


Qi—q92"71z 2)! en série, et nous obtie, lrons la série 


double 
192) -F, (+, s} mie — P : Sos (24 LE Fi ton z?/n a ni et 
AT! À == ja 


l l 


el en revenant aux lignes trigonométriques 


T 


Pros toi s) = on DD DM ET T [amv - + (272 —1)s|]. 


SINTS 


ll 


458. Changeons 6 en 6 + + dans les formules (21) et (24); 
elles donneront immédiatement 


(29) F,(e,s)=m(—tangre + colrs) 


“+ GS Y (—1)# gt sin2T (me + ns), 
1 1 


fab Fiters)=— NS pq mine me +(an—i1)s]. 


rer 


- 1 
À [2 an . = 2 
469. Posons ir) d’où £—z ? dans l’un des déve- 


lo ppements trouvés pour 


en + S) 
2(s)0(v) 
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Nous obtiendrons le développement de 


B'(o) 
0(6) 
et, en accroissant 6 de demi-périodes, ceux des fonctions 
ÿ'(o) 
Da 6) 
Posons s —— # dans les expressions des quantités 


d'(o)8(v+s)  d(o)0,(v+s). 
B(s) da(v) | Bts) 0a(v) 


Nous obtiendrons les développements des quantités 


9 (o)dato) 60) Go). 
O(v) Ba(r)  Dg(v) Ga(r) 
Pour cette valeur de s, les quantités 
ÿ'(o)O(v+s)  8'(o)0(v+s) 
B(s)8(P) Buts) dat) 
s’annulent; mais leurs dérivées se réduisent à 


ÿ'?(0) 0"?(o) 
7 D(p)" 640) 


On obtiendra donc ces dernières quantités en posant 
s ——# dans les formules, après les avoir dérivées par rap- 
port à s. 


470. Développons les deux membres de la formule (21), 
suivant les puissances de s; l'identification des termes con- 
stants donnera 


co [2] 
O'(v) 
—= TCOtTP / LD Re SIN2MT0 
B(») Hart, 22 6 
l 1 


et en effectuant la sommation relative à », 


co 


dlogü(v) 


do 


9 
6 2N 


1 CORP + ar 1 sin2MNTV. 
' ii —q" 


1 


(32) pu — 


34) p(u +0) — 
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Des formules (25), (24), (26) on déduit, par le même 


procédé, 

(28) ee = — TangTv + 122 ne E sin 2 NT , 
1 

(29) un DE ee SiINn2NT/, 

(30) Fe S ce sin2NT. 
[l 

- On a d’ailleurs (444) 

Cu Te | ni ©, + loge) |, 


n° À d? log O(+v) 
ou — HV), | 5 
Ü 26), dire dv? 


: jerNre d° Iog 6,(6 
plu + où) =(— ) | — Gy — | 


dv? 


Les formules précédentes donneront donc 


20); — D (9 


N 


UE re 
TANT 


cos? Tv al CT 


RE VEbE 


Ti — (TE 


Paie = (12 mat 
3) 35) plu +on) = ) [ne 8m D PET cos à 2 MTV 


; TANT OAI 
— ANG: — ÔT” > nr ter COS2NT 0 
I 


‘ Te 
I à 
== léne = à , = 
= ( ) An +RCOUTC+HAT Ÿ es sin imss) 


\ 
2 
T : MAS 
——— —87r > HE COS2 NT 
SIn°7T (’ 17 ge 


(33) P( &+0)=( de ni AS Sn) er cam | 
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471. Posons 6 — 0 dans les développements des fonctions 


do} MAT ONE COMME 0) 
Bute) Batr) tr) 6E(e) 


et tenant compte de l'identité 
g'(o) = r2, (0) 8, (0) 8,(0), 


nous obtiendrons de nouvelles expressions en fonction de q 
pour les quantités 


0)9,(o), 25 (o), 85(0)82(0o). 


PGAN UNE d'autre part, les deux membres des équa- 
tions (32) à (33) suivant les puissances de 6; on aura 
(u étant égal à 26,6) 


Se 52 9 ,\2 53 en 
pu — + (air) + Sa (2019) +... 


l 
(20,1)? 
el, comme p(u + w,) est une fonction paire 


2016) 
CCE 


4 


: I 2 hf)? 
+ (6ei — Re) +... 


pu + ox) = POx+ P'Ox 


2 


Identifions ces développements avec ceux des seconds 
membres. La comparaison des termes constants donnera 


2m 
5 mn 
(36) O0 —— ni, + LME 2 sn RE. 
1— 9 mm? 
\ 2 
| I 2 2 » ; — (— 6 Lu mg 
(gi intra) CRE 
2 ñ 2 
1 ÉAIGIES 
Sn) 4 el — — 10 — 8T Ÿ 
7) : 2 6); or ! pe 1— gt 
\ 1 / 
A 9 ” ( 
I og | ma!" 
= — ni: — 8m > æ 1) 2 : à 
2 6); 1— qg°" 


1 


FONCTIONS ELLIPTIQUES. J 17 


En poussant plus loin l'identification, on obtiendrait de 


\ 9 Le ELA . - L 
meme exp ession des quantités 52) £ 3 S 99 +... 


#72. La comparaison des expressions ainsi obtenues avec 
celles déjà trouvées par d’autres voies donne des identités 
qui fournissent des théorèmes arithmétiques remarquables. 
En voici un exemple : 


On déduit des équations (33) 


_ Le] \ 
2 mn fe 2 
T | \ mq (—1)"mq 
NE PTS Stress [à 
MONTS Gt | 


éd ! 2m 
PNA 


Mais celte quantité est égale (437) à 


AN rs re ns 
GE) (Sr): 


\ — / 


On aura donc l'identité 


/ ® \ & 20 
\ UD nt 2m 
Ÿ Le Ÿ mq CHE, = 
Has sen 
ae 6 7 1 


Le premier membre développé est de la forme 


> 


; : à 

et CURE + ni 
L 

cd 


Si donc on réunit les termes égaux, le coefficient du terme 
en à sera égal au nombre S des solutions en nombres 
enters de l'équation 


+ ni + ni + Ai N. 


ae mq't 
Considérons le second membre. Le terme see peut 
être développé ainsi 
mq” — }) (Q m ” 3m + ’ 5e ) 
REA NT on / CHE NQ 


et fournira un terme en g* avec le coefficient »?, si m est un 
diviseur de N, tel que le quotient soit impair. 
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Soit N = 21,1 étant impair; il sera nécessaire et suffisant 
pour cela que » soit de la forme 2À5, à divisant [. Le coel- 


» N LA = mq n« 
ficient de g\ dans le développement de 2 ur sera 


donc 2155, la sommation s'étendant à tous les diviseurs 
de I. 
On a, d'autre part, 


MES 


(— ue 


2x 2 Ve 
Ta — (—- he m(q GLEN q LOIS 2e , DT 

Ce développement contient un terme en g* avec le coelli- 
cient (—1)7m si 2m divise 7. Gela ne peut avoir lieu si 
À = 0, auquel cas N —T est un nombre impair. On a donc, 
dans ce premier cas, 


SO 


® 

Soit, au contraire, A0; 2m divisera N s1 m divise 
2h 11, et par suite, si mest de la forme 240, u pouvant varier 
de o à À— 71. D'ailleurs, (—1}"* sera positif si 4 >> 0, négatif 
si 4 — 0. Le coefficient de q* dans le développement de 
—_ |} Rma2mn 
Eee sera donc 

— RÉ 


22-120 +2 250 +. + 2X0— E0 —(21—3)Z06, 


et l’on aura 


VII. -- Dérivées par rapport aux paramètres. 


T3. Jusqu'à présent nous avons traité w,, w,: comme 
constants, de telle sorte que les fonctions p, &, s ne dépen- 
draient que d’une seule variable w. Supposons maintenant 
&4, W2 variables; continuons à désigner par p', p”,...3 €, 
C', ...;5!, o",... les dérivées prises par rapport à %,et 
OP op 
d 1" 00 


serre 


cherchons à déterminer les dérivées partielles 


prises par rapport aux deux autres variables. 
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Soit f l’une quelconque des fonctions considérées; elle 
est homogène d’un certain degré À en &, w,, &2:; on aura 
donc cette première relation 


Of Of à 
y + 6) —— + ufl = if. 
(1) ETAT 06)» f f 
; ) Of : 
Il suffira donc, pour calculer 2e — , d'obtenir une nou- 
D,  0w> 


velle relation entre ces quantités. 


XT4.: Considérons d’abord la fonction p. Désignons par 
Pr: S ce que deviennent p et © lorsqu'on y remplace w par 
Ui=uU+2mMi 01 + 2M2Wo, Nous aurons 


=D; Gi =C +2 +2; 


et en prenant les dérivées partielles de la première équation 
par rapport à &, 64, W:, dont p, est une fonction composée, 


Pi=P 9Pi +2Mp, = OP JP: 


dp 
+2M D, — 
O6 du 062 20 


HU: 


En combinant ces équations, on trouve aisément 


Pi Pi ; 
ee lo ii a M2 
Ou); ? du, EEE du 


ne 


Cette équation montre que la fonction 


dp op 
4 = 1 d se Te 


FE 
#4 WIAR * 6», 


est une fonction elliptique aux périodes 2w,, 2w2. Nous 
allons chercher ses pôles. 
On a, par définition, 


+ ne 
ne ——— ————————— —_ —— ——— — . 
J u° (Uu— 2,6) — 230) )” (2 Mi 61 + 2 Mo 62 )? 


d'où 


Op 1 Ami, km, 
LES SRE PRE PTE te 
96); (U— 2mM0— 2363) (2Mi 0; + 2202) 
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série convergente qui s’annule pour & = 0, et ne peut deve- 

nir infinie que Si U — période. On trouve une expression 
Op : ; y UE 

analogue pour =— ; enfin p' et Ô ne sont infinis que pour 
OU) 5 

—— période. Le point u— 0 sera‘donc (aux périodes près) 

le seul pôle de F. 


On a, aux environs de ce point, 


1 I ; 2 fr 
Écmnnaimpect On NS MR pre ER Set 
- I I : 
— — AS I EE 
x 2 
u Govs k 
d’où 
2e 2} 2 
= — + —gi+ 
u* 10e 
D'ailleurs 
| : 2 ; 
Dpien PORC TEE 
u* 107 , 
donc 
l 
F+2p—-2—0o, 


car le premier membre est une fonction elliptique sans pôle, 
et qui s’annule pour w = 0. 
Désignons par D l'opération 
0 


HA: e 


Cia 


D—— 


D Tes 
do); 


nous aurons 


1 à 9 
Dp=2pé—2F=2pt+4p— 28 


(2) : 
= 2(PL) + 6pP— 582 2(PE) + P— ga 


475. Substituons dans cette équation pour p et © leurs 
développements 


9 


j Æ 3, Lo Lo 
P= ++ UE us +, = — — Lu —.., 
u 20 28 1200 u 6o 


D 
Li 
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et identifions les termes en «? et uw; 1l viendra 
2 Da ni © Do 
(5) MOTTE 3 83 3632 


et, plus généralement, f désignant une fonction quelconque 


de ü, 2, gs; 


0]. Of Ë 0 ET) 
/ ur : ®, — pp oo < 
(4) oi nes era on) 


On aura, en particulier, 


DA — 1281 X 8SÈ — 28 X 27 KX°283— 0, 
(o) Do?  o3DA 36. r? 
DIS 1283 X 92 SG _ 535 2 
A A? A 
Mais 
RÉ DÉPRRTe 
= A 1 RS À , 
d’où 
Î 
LAVE ANNE 
g:== (AJ), s=| 2) | î 
donc 
JRRZANEN TS 
(6) DJ — 4 V3(J —:1)?J* Af. 


#76. Intégrons l'équation (2) par rapport à w; on trou- 
vera 


I 
(7) Dé —2pé—P+ sg: 


7 
On n’a pas à ajouter de constante, car, en substituant à 6, 
p, p' leurs développements, on voit que les deux membres 
s’annulent pour & = 0. 

Intégrons encore une fois 1l viendra 


! 
(8) D log3 = EE — p + au”, 


les deux membres s’annulant encore pour 4 = 0. 
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— CHAPITRE VI. 
Mais on a évidemment 


L'équation (8) pourra donc s’écrire ainsi 


(9) 


I 
D3 = 5"+ — g,u?5. 
12 


En substituant dans cette équation aux dérivées paruelles 
le développement 


Sg=u+diuS+du'+..., 


l'identification donnera une formule récurrente pour le calcul 
des coefficients d,, d, 


4177. On a évidemment, d’après la définition de l’opéra- 
uon D, 


(10) Do, =— 2% MN EL 

D oi Do, — 62 Do, — 94)1 09 + 2021 T£ 

[1 Te - se - = —. 
uw} D? 


D'autre part, f(u) désignant une fonction quelconque de 


U, ©, ©, et u, une valeur de &# qui soit fonction de w,, w», 
la règle de dérivauon des fonctions composées donnera 


DCI) ACL D 7e 


Appliquons cette formule aux expressions 


Na = CO Ex = PHœ 


En remarquant que p'u;=0o, p'os=6e;— 


1 ; . 
38% 1 
viendra 
{ I 
We Dr — 2 ua + 5 8104 + ex X ARE ordis 
(15) 


2 
De, = 4ei — 58; 
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puis 


D log (eg — es) 


D(es— es) ne es — eà 


y Eco Cor NS sil 
et enfin 

DU, 74 
(14) D, = Dlog UD log[(eg — eu) (ey— eu)] L 


478. Appliquons ces formules au calcul de l'expression 
{ 1 
—a(u +34) 

U, 


= — D logU, — D ra(v + 0) + D logo (u + 4) 


: e TU + Ga) 
D logs, u =D log 


I J 
== Cie Ce —- = ox) Go2%a —+ yo 


2" ( POI 
S"(u + 6%) l TU + Wa) 
a D a 
S(uU + O4) 12 S(U + Wa) 
On a 
et 
4 a (+304 ”: 
d'(u + wa) = Use D 0. 
Fr fu ( =E : WA) ; x 
1 Ten Né (x s: ; a ) ” = 2 D 
S'(u + wa) = Use 2 (Su + 2Na Ta + Na Ta): 
Substituant Les valeurs, 1l viendra 
DI o DE e A se Dee 
0902 —= en — — 6) = 2 0 0) ” 
D 24 Te (e 4 ( n x 6 ©? (4 (4 
De + 2a Ta + NC x 1 
ES + (ue ou) 
9 & 1120 


! : 
À Sa + aa 
RE CEE tte 
œ 
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ou, en chassant le dénominateur et réduisant, 


(15) 


I 
{4 
ere Fu + (eu+ = gant 2) 


Ne 
équation aux dérivées partielles, analogue à l’équation (9) 
q PE ; Sue € q 9 
précédemment trouvée pour la fonction 5. 


#79. Cette équation (9) n’est d’ailleurs qu’une trans- 
formée de l'équation 
09 
or’ 


0?0 


Ov ne 


à laquelle satisfait la fonction (428) 
Pour établir cette équivalence, revenons à la forme primi- 


üve de l'équation (9) 


Do y fo MEN EEDe 
PET SR SL (= FT d'a U? 
eJ ei Ke rie 
et rappelons-nous les relations 
û (fee u G) 
D — seine, PER LE ) T == —, 
d,(0, 7) 2 6) 6), 
OT 
— 8 
= TS OT) 
(2 HUE 


(On en déduit immédiatement 


1 LU 
DV RANGER TEE 


et, en prenant la dérivée logarithmique par rapport à w, 


90 
oc Dre 117 06 
CRC, 0 MAD 
20 ! 90:\ ? 
FA I j dv? dv 
On aura, d’autre part, 
99 00 
é — De + — Dr 
D> LDAE ET Ti u G,Dn,—n Dow, de }T 
NE ee ER RE ES 
S TA > 6), 2 6)? Ü 
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Or 


PAS CLONE Do, fit 


26); 2 6)i 6)? 


Substituant cette valeur et celles de DA, Do,, Dn,, D= 
dans l'expression précédente, elle devient 


00 09 

Ds N u l Ha eu nu dv AIT OT 
= —+—-sgau + 

4 PU 6)? D NN Ge) 


! , g' 5s'\! Do ; ; : 
Substituant ces valeurs de = (=) Rs dans l'équation dit- 


férentielle, réduisant et mulupliant par 46%, il viendra 
920 L .90 
Et Ti. 
dv? ÔT 


480. On peut déduire de l'équation (9) une équation aux 
dérivées partielles à laquelle satisfait lexpression 


TS hU 
Un —= 


ou 


Changeons, en effet, # en nu et posons s nu = y; l’équa- 
uon (9) se changera en 


n 12 
Posons 
Va 410 
d'où 2 
D #1) D{ l 
ES He + n° D logs — _ + RE p+ — giu?), 
F Yn fn 12 
J 1! -! d' 
) 
T — ee + nt — = I + NT 
Y Ya T Un 
4 I\! MERE AT / 
9 } { © 
= (7) (2) (4) 0 + (Er) 
,, d À T/i vd /1 
Ur AE Re 
= iBontt + ne np. 


m/ 
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La transformée en Ÿ, sera donc 


OU d, 12 
ou 
+ f l 2 ts ‘ D 
(16) Dire 7 Va + 26 + (n?è— 1) px. 
- AST. Prenons p, g», g3 pour variables indépendantes au 
lieu de uw, 2°, 33; nous aurons 
ol Où 0Ÿ 
D Une ne pr ETES 
Yn oO 3 0% 3 © 2 FE Op d 


== 5 L 2 
= 1283 + 343 


UX — dp P > 
L" = ve ‘a Fe Oo, p' 
ms dp? Op 
OUR / OLUR ( J 
— P— 9,p — 9: : Cp es 
PRE ET CL ne 0 ;#) 


Substutuant ces valeurs dans léquation (16) et chassant le 


dénominateur »?, on aura la transformée 


Dee 
17 “ Le ee 00 
/ ie 10 D HO 
: 0? LL, 
HP PES 
2 ln? «l 
3—/hn EUR 
se 22 Uyr2) Does o, el Bet (nee Du , 
(6 hn?)] G APE + n°(n 1)pUy 


Si x estentier et impair, Ÿ, sera un polynome entier en p, 
Lo, La: Si A est pair, ce sera le produit d’un semblable poly- 
nome par p'. Dans l’un et l’autre cas, l'équation (15) four- 
nira une formule récurrente pour le calcul des coefficients 
des diverses puissances de p. 
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482. Supposons qu'on ait pris pour variables indépen- 
dantes g:, 93 au lieu de w;, w+. L'opération D étant ex- 
primée au moyen de ces nouvelles variables par la relation 


Ô 2 0 
Dtme, = pe 
et 3 (5 ME FA ) 
LpOre HU, 


les équations précédentes donneront une première relation 
0 nr : 
. » [ désignant l’une quelconque des expressions 


considérées ci-dessus. L’homogénéité en donneraune seconde. 
Supposons en effet, que f soit homogène de degré À par 
rapport à 4, 1, Wa OÙ, Ce qui revient au même, par rapport 


\ 5 6 
dut 25; 3: ON AUTA 


a 0 
une T8 D ne VU 
082" Sn 


ou 


483. On peut encore prendre pour variables indé- 
pendantes À, J, 0. Posons, dans ce cas, 


©, étant homogène et de degré zéro, se réduira à une fonc- 


Fs PR 4 0 : 4 , A 
tion de J, v. La dérivée _ sera évidemment égale à 


AN RES T2 ; ! of ? 
La dérivée c sera égale à 2, . enfin, DA étant nul, 


Ôp 
£ se déduira de la formule 
(18) se D DÉDUIT 


0) dv 


; 
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Effectuant à nouveau sur cette égalité l'opération D, on 
2 f 
972? ELEe 
Supposons, pour plus de simplicité, que f soit indépen- 


aura une nouvelle équation qui fournit 


dant de uw; 1l viendra 


ND PE CD ADI 


Mas de l'égalité 


on déduit 


(DIS ASIA APE SAS UE 
9 DJ = 1 [ He 2 » - sus 
= a vsat| in a Cent de 


L'équation (19) devient donc 


PONTS ES RU) ESRI 


À 48 A5 J 
02 f 
el pourra servir au alcul de ATrA 
AE 
484. Comme application, posons f = w,; on aura 
Dox—=—2% 
; I 1 Le 
Dos =—2Dn=— > mois A Jo, 
que 3 
Nous aurons donc 
do JM t00 6) 
(21) (J —1)J are: L SR 


PIE 6 01 144 
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Soit en second lieu f — n,; on aura 


I (AE 
DE nr AIRE 
D'n,= + 4 D es Dog = gan 
Hs A S2 + 6°? Da—2530u— Zzb2x 
12 I 19 5% Ou I 
A D) don, ee DJ — > ; 
2 07 3 62? Na re dJ 3 © of) 
LT on Das 
DO ANNIOTES RACE 
0J N 
On aura donc 
2?" JUN I 0: 
(I — 1] É ne d Le = (J FRE 
7.32 6 dJ 3 oJ 1/44 
el, en réduisant, 
Ur 5J ms 7 Ou Vo 
DDŸe + nee :  —— — oO. 
2) ( ) 0j? 6 dJ 144 


229 


485. Si nous supposons À constant et J variable, les deux 
périodes w, et w2>—7Tw, salisferont, comme nous venons 
de le voir, à une équation différentielle linéaire du second 


ordre 
d? 6 do) 


HT El +2B7; + Co = 0, 


où nous posons, pour abréger, 


5 Aer pen es te 


12 144 
Nous aurons donc à la fois 
d 6, do), : 
RUE 2B Pas 
Ë | À RP a1 0 tt 
S'reb, dr), dr, 
Dre 0 B si + GTo: — O, 


Pal re 3! 


4 4 
: PA 


Développons cette dernière équation en lenant compte de, 
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la précédente, 1l viendra 


(24) dr do, (a Dir dx \ 


VI Pit EL De LS 


Une nouvelle dérivation donnera 


(25) AT Se + [SA TE + +8) | 


dj dj? ZA lJ di Ave 
d LT dr 
+0 +2B%)ui=e. 


Eliminantw, et ses dérivées entre les équations (23), (24), 
(25), nous obtiendrons une équation différentielle du troi- 
sième ordre à laquelle + satisferas 


486. La relation entre les deux variables J et + mérite 
d’être étudiée avec soin. 

À chaque valeur complexe de +, à partie imaginaire posi- 
uve, correspond une valeur unique de J, définie par la for- 
mule (34) du n° 437 (où g = er“). Les séries qui figurent 
dans cette expression étant uniformément convergentes dans 
l’intérieur de tout contour fermé situé dans la moitié supé- 
rieure du plan où l’on figure la variation de + (et ne rencon- 
trant pas l’axe des x), J sera dans cette région une fonction 
analytique de +, uniforme et sans point critique. 

Réciproquement, supposons J donné; les rapports des 
quantités e,, e2, e4 seront déterminés par les relations 


Ey F 62 + €3 — O,. 


LEUR — (ee + e,e3+ eze;) 
ARE (6e, — €)" (6e: — e3)* (ex — ee)" 


En éliminant e;, on aura une équation du sixième degré 


e: als le , : 
en mais, à cause de la symétrie des équations en e,, €», 
1 
ee F ; PE : 
e3, elle admet évidemment pour racines les six quantités = 
[o 2 
Donc la connaissance de J détermine e,,e:, e3 sans ambi- 


guïté à un facteur près de proportionnalité 1. 
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Or, si l’on change e,, e:, e; en ue;, nes, ues, la période 
principale 
a. dz 
| D 
eg V(z—e)(z —e)(s —e:) 


se change en 


dz 


Leg V(z Eu: bei) (s va H€2)(z sas Le3) 


Changeons également 3 en 43; cette intégrale deviendra 
2 
FES Donc la connaissance de J détermine les périodes 
principales et, par suite, tout le réseau des périodes, à un 
« [2 L2 2 ?# Et I ; [ A 
facteur près de proportionnalité, égal à Vi lequel disparaït 
des rapports des périodes. 


Mais à un même réseau correspondent une infinité de 


{4 
« , ° G); 

valeurs de 7, qui se déduisent de l’une d’elles + — en 
l 


remplaçant w°, ©, par un autre système de demi-périodes 
équivalentes 


G= 40, + bo, 62 = CG), + do, ; 


la formule générale des valeurs de = correspondantes à une 
même valeur de J sera donc 


O9 c + dr’ 
G)4 a + OT! 


(5 


où @, b, c, d sont des entiers tels qu’on ait 
ad — bc=x, 
Fous ces nombres +ont, comme z/ leur partie imaginaire 


posiuive (393). 


487. Soient d’ailleurs p, q deux entiers réels quelconques 
premiers entre eux. On pourra déterminer deux autres 
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entiers p', g', tels qu'on ait 
#j Pre 
PIGEIP EEE 
et, plus généralement, » désignant un entier quelconque, 
pag +q')— q(np +p')=x. 
Donc J prendra la même valeur au point <’ et au point 


OM ID PEN C 
TT RQ 


Mais si 2 tend vers æ, ce point se rapprochera indéfini- 


D ; U ; : k 

ment de Z. Donc £ est un point d'indétermination pour J'; et 
q q 

comme tout point de l’axe des x est un point limite pour 

. ; ) . SE 

l’ensemble des points * l’axe des x sera une ligne critique 


au-dessous de laquelle la fonction ne pourra être prolongée. 


488. Parmi les valeurs de + en nombre infini qui corres- 
pondent à une même valeur de J, considérons spécialement 
celle qu’on obtient en choisissant pour 2w, la période de 
module minimum, et pour 2w, la période principale qui la 
suit lorsqu'on tourne dans le sens direct autour du triangle 
principal. Désignons-la par r'. Il est aisé de déterminer la 
région du plan décrite par +’ lorsque J prend toute la série 
des valeurs complexes. 

Considérons, en effet, le triangle T formé par les trois 
points —1, 0,7. Il est semblable au triangle principal (2w,, 
202, 263); Or celui-ci à ses angles aigus et son plus petit 
côté est 20,4, qui à pour correspondant dans T le côté 


(— 1,0). Le troisième sommet 7 sera donc situé : 1° au- 


dessus de l’axe des +; 2° dans la bande comprise entre les 
deux droites x =0,x——1; 3° en dehors des cercles de 
rayon 1, décrits des points o et 1 comme centre. 

La région R' ainsi délimitée (fig. 49) est un quadrilatère 
curviligne formé par quatre arcs de cercle ayant leur centre 
sur l’axe des x (une droite normale aux x pouvant être con- 
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K29 
J9 3 


sidérée comme cas limite de ces cercles). Ce quadrilatère a 


deux angles droits; le troisième est égal à 


Ne TL 
‘ 


correspondant au sommet à l'infini, est nul. 


489. Soit 


FAIR, 
LL 


Pn 
bb — 


Fig. 49. 


Y 


VAR UT: 
AT br 
On en déduit 
DR LS C ur 
E CS pra AE 


et, en égalant les parties réelles, 


! 


æ+iy une variable complexe liée à 
æ'+ éy" par la relation 


MODE): 


CT T0) 


— d' + bx + biy” 


(c—ax)(—-d+bzx)— ab7y? 


(—d+bz)} + b?5? 


— cd +(ad + bc)x— ab(x? + y?) 


d'—2bdx + b*(x°+ y) 


: ; le dernier, 


D'autre part, en multipliant &'+ £y" par l'expression con- 
juguée, 1l vient 


æx'? + ne — 


c—2acx + a (x + y?) 


dd — 2 bdx + b(x?+ y?) 


Si donc 7’ décrit un cercle 


AVE EAN DER CEE 0; 
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ayant son centre sur l'axe des x, + décrira un cercle ana- 
logue. 

Lorsque 7’ décrit le quadrilatère R', limité par quatre arcs 
de cercles, + décrira un autre quadrilatère R, limité par les 
arcs transformés. Ceux-ci se coupent sous les mêmes angles 
que les précédents; car on sait {t. 1, n° 194) que la transfor- 
mation conserve les angles. En particulier, le sommet de 


lancle nulsera le pointe otre NAN RS 
angle nul sera 1€ point PV: corresponc ant at Gex. esL 


situé sur l’axe des + (ou a l’infimi, si b — 0), 

En faisant varier les entiers a, b, c, d nous obüuendrons 
une infinité de quadrilatères, dont l’ensemble couvre le demi- 
plan. Dans chacun d’eux, J prendra toutes les valeurs 
possibles, chacune une fois seulement. 


490. La fonction J(+) que nous venons d’étudier est le 
iype le plus simple des fonctions modulaires. On donne ce 
om aux fonctions analytiques, uniformes dans le demi-plan, 
et qui ne prennent qu'un nombre limité de valeurs distinctes 
pour l’ensemble des valeurs de la variable indépendante 7, 
qui se déduisent les unes des autres par les substitutions 
linéaires de déterminant 1, 


VCERIATE 
UT 


Toutes ces fonctions admettent évidemment l'axe des x 


comme ligne critique. 


A9T. Pour en donner quelques exempler, considérons les 
produits infinis ot, ©,+, w,7, #47 du n° 443. On a, d’après 
les formules (5o) et (53) du même numéro, | 


| 12 , 16(e8— cy)? 
DT — RAS À, 24 — à 
e) ‘es (E8— Ex) (Ey — Ca) 
Changeons de périodes fondamentales en posant 


(26) D, = 46) + ba, D, = CO) + do, 
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d’où 
; R, C + d7 
AMEN RSR OP de er Uee , 
6)! a + DT 


La substitution (26) n’altère pas A, et fait éprouver aux 
quantités €,, €», e3 une permulalion, variable suivant+celle 
des six classes à laquelle appartient la substitution (358). 

Nous aurons donc 


N°19 
DIN 
pr (#) AC DE NP OUT, 


4! parcourant, ainsi que z, la suite des valeurs 1, 2, 3, mais 
dans un ordre qui peut être différent et qui dépend de 
l’ordre de parité des coefficients a, b, ec, d. 

On en déduit 


C+dr\ nn 
(27) (IT) = « — Eva bror: 
. fec+dr za 
(28) O4 (23) _—— Dati Es Out, 


E, E,, étant des racines 24" de l'unité, que nous allons 
préciser. 


492. Convenons tout d’abord d’adopter, pour a + b=. 
pter, F 


celle des deux déterminations de ce radical dont l'argument 


est > — =, mais ne surpasse pas = 
St —>— —,1 suUTpass — : 
S Ï S P° 5 

Si best nul, la condition ad — be — 1 montre qu’on aura 
a—=d—#i1;etle radical ÿa+b7 aura une valeur cons- 


tante égale à 1 ou à £, suivant qu'on aa —=1oua——1. 


. Je 
Son argument sera © dans le premier cas, = dans le second. 


Si bZo, 7 ne passant par aucune valeur réelle, Va + br ne 
Jourra être purement imaginaire; son argument ne pourra 
l o D Î 

9 4 2 PE T a 
donc atteindre la limite supérieure sr et Va + br sera une 


fonction continue de =. 
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Les produits 7, 0,7, 07", 2,7 sont aussi des foncuons 
continues de = (+ étant une fonctuüion continue de =). D'ail- 


leurs les séries 

Zoe MP EU ET 
où |g|<T 1, étant absolument convergentes, la valeur de ces 
produits n’est jamais nulle (t. 1, n° 323). 

Les quantités E, E,, définies par les équations (23), (28). 
sont donc des fonctions continues de +; mais ce sont des 
racines 24°*"% de l'unité; elles sont done indépendantes 
de +; mais elles dépendent des paramètres &, b, ec, d; mettant 


ceux-ci en évidence, nous les représenterons par 


Fi) p AP 42e 
C a) he " 


493. Soient 


deux substitutions successives ayant pour résultante 


a DNA CLR ba EE AIDE 
Le VLact-Ecd Mbcierda : 


c" d' 
Posons 
, C+d ,  CæHd'e  c'+d'c 
SR TE ———— © = ————;, 
a DE AD T ab 
on aura 
! L\ 
110 D 
CHENE Var béchor: 
l [ ! 
Cet 


mais, d'autre part, 


Î 


ot” 


Donc 


FONCTIONS ELLIPTIQUES. Dr 


: désignant le facteur 


VE 
Rs PT CEÿ Sr SEL 
ras Cave CALE 


Var Voir a 


On a évidemment &?—1, d'oùs—=#%1. Cherchons dans 
quelles circonstances on aura 5 = — 1. 
Il faut, pour cela, que l'argument de 2 soit égal à 7. Celui 


TRE z = nl | 
de Va + br est > — E mais = —; l’argument du second 


: 37 es 
facteur devra donc être < —; mais = - 
> 


- SIA 


Donnons à = la valeur particulière Ra FR étant un infini 
positif, et posons 


p=Vai+ AIR cos 9 — =; sing = 


nous aurons 


a + bRi—p(coso +isino), 
Va + bRi— Ve (cos £ — ésin ?) » 


\ [de] . G , El r 
Où COS + sin ; sont déterminés par les formules 


cos —{ /1+ Cos9 VE 
2 


OO sin © 

SN — = —— = ————. 
2 @ (ep) 

2 COS — 2p COS — 

2 


4] 


c le RC 
La valeur du radical \/ Ê 
0 


doit être prise positivement, 


puisque l'argument de Va + bRi est compris entre — — 
: 


TC 
EL —° 
> 


Dans le cas particulier où b—o, a——1, ce radical 
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s'annule, et ces formules devront être remplacées par 
celles-ci 


Posons de même 


Var DER p' 


el 

UE p"+ d o" L'R 

COS — — D SIN — — - 
2 2 2 7 
2p" cos 
ou, si 0= 0, «= —1, 
ou A 
COS = —<X0, sin I; 


nous aurons 


Va"+ DE DRE = Va (cos Ÿ TSI ni 


3 
et l’argument de 
Va+bRi + bRE 
Var+ bRi b'Ri 


p—0" D T 
sera : eue Pour qu'il soit < . et> => il faut qu'on ait 


>» 


OU 
ï i ee = 9 2 e 
COS 10: SIN ——— == — I, 


{4 


" 


» , , , \ (co) 
Considérons d’abord le cas général où cos n cos 


sont 


posiufs, on aura 


ki o l - 
Z COS — COS — 
2 2 


2 2 


Remplaçons les sinus par leurs valeurs et multiplions par 
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©" s 
F cos— ; nous obtiendrons l’expres- 


le facteur positif 4 52”cos à 


sion 
: ml 


® o pe 
4 pp” cos? : cos? PT bER—(p+a)(p"+ a") + bb"RE, 
qui devra être négative ou nulle. 
Or les facteurs 
p+a=Vat-+bR'+ a, p'+ a” 


sont positifs: on aura donc, pour première condition, 


DE 0 
el, par suite, 
bb——|6||b"|. 
On a d’ailleurs 


K|—= 


Développant de même £”+ a”, il viendra 
[/4 


a a I 
(p+a)(p"+ a") + bD'R?—]|067 (+ Gr)rel 
)(e | | lo] [b"/R 


Pour R = +, celte expression a le signe de la quantité 


ou, en multipliant par le facteur positif |b| |b"P, celui de 


la quantité 
a|o" {+ a"| bb" | = ab"? — a" bb". 


Or celle-ci est égale à L'b"; caron a 
ab'— a"b—=a(ba + db')— (aa + cb')b = (ad — bc)b'— b". 
Nous obtenons donc cette Aouvelle condition 
DIORE KO: 


Il y a encore doute si b'b"— 0. 
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Dans ce dernier cas, b0” étant supposé <o, on aura 
DCR EEE ORRLEE x D'ailleurs b0"< 0. 


Donc a'——1, a" —— a, HE ba" don 
p+aæ)(p"+ a) BR? pt at PR 
( )(£ 
o—c” ; re : 
Done cos - a Mais cette condition ne suffit pas; il 


faut encore que 


o Ce o" : o @/ À 4 Q 
SIN — COS — —- Sin “— COS — 
2 2 2 2 5 


sin 


/4 
« 3 © (de) . LAS [ée) . 
soit égal à +1. Or cos => cos + sont positifs, sin + a le signe 
2) 2 


. Ê - . EE 
de b, sin Ê le signe contraire. Donc sin - 


p a le signe de #. 


On doit donc avoir cette condition nouvelle 
b> 0, 


qui, jointe à la condition bb"< 0, réduira celle-ci à b<o. 
Venons enfin aux cas exceplionnels où l’une au moins des 


: 1 4 
*, cos + est nulle, le sinus correspondant 
2 2 


étant égal à +1. 


a 


quantités cos 


[LA 
. . © . g 
Soit d’abord cos ©? — 0, sin? —1, mais cos + >0. On 
» 2 2 
aura b —o,a—— 1, d’où 
Or 1" b'R 
cos ? = sin + 2e +3 
P 2 [4 Q 
20" COS — 
2 
EN us [ L'4 
Sie ee (UE 0 
2 2 


Le cosinus sera négatif si D" <o; il sera nul, et le sinus 


’ 


égal à +1, si b"= 0. Dans ce Lin cas a” devra être égal 


be) AS par hypothèse, cos — > 0. 


" " 
© . @ \ 
Soit cos + 0 mais COS = —0, sin<—i, d'où b’=o, 
2 2 : 
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[4 
a'—=— 1. On aura 
o—v" 7 bR 
cos — SIN — == ) 
2 2 o 
3) p COS — 
[/4 
; (@) Q 
sin ? — —— COS —° 
2 2 


Le cosinus sera négatif, si b Lo. Si b—o il sera nul, 
mais le sinus sera négatif. 
Enfin, si 
o 07 0 0: 
COSEA=COS = 0 SIN + = SIN — —\1, 


2 2 è 2 3 


() SE à ; 
cos à - sera posilif et égal à + 1. 

Comme conclusion de cette analyse, on voit que le fac- 
Leur € sera égal à — 1 dans les cas suivants : 


1° bb" "0, DDN<PO; 

20 Do, O0, DO 

So b =, A——1, Di 10 : 

{4° D 0: Aa——1I, D 0: Det 
4% Die 0: a ——1, b=0: 


494. La loi de composition du symbole E étant ainsi fixée, 
il nous reste à déterminer sa valeur pour les substitutions 
élémentaires dont toutes les autres sont composées (354) : 

1° Considérons d’abord la substitution 


A 


1 > 


Elle transforme + en + + À, gen ef 4. Elle muluplie donc 
le produit infini 


Ti 


par £}, o désignant l’exponentielle e"*, de sorte que nous 
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aurons 


O(T+ À) — e(, Vror = por. 
Ù 


d’où 


(29) E(; Je 
À : 


2° Passons à la substitution 


D e 


AA 
Elle transforme + en —— ; on aura donc 


1È RO I % 
() —3)=£ VT or. 
19 \—, OO 


; : + k I ÿ 2 
Pour la vaieur particulière T—1—"—"-, celle équations 
gw 


réduit à 


donc 


O I f PATTE 
(30) E ee À 2) | 
— [| O vs 


De ces deux résultats on déduit successivement, par la règle 
de composition, 


—]. O0 (8) Le 0 I 
(31) E( JE E( }e( 1 6, 
O —I —1 0 —I 0 
fo —1 MST ON ES OT 
by lt EME | Re E He Eee 
= 0 He —1 0 
DA) ND à E 29") 
Ve (Ho) Eve M F5 0 
À —1 CRT EC Eat NE NO REEIT ‘ 
NAPRE Fe A0 UN (ON 1 Et 10 fin 
ne ae TAOEART PTE de 
PE TT ES Oo . l ae L 
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Les formules (29) et (33) donnent la valeur du symbole E 
toutes les fois que b — 0, car on à nécessairement dans ce 
ENT NT Es 9 

Si best négatif, la règle de composition donnera 


MAG 0 .{—1 oO \ f—a —b .[—a —Ù 
E sp E ET |: 
raid: O —I —C —d —C —d 
{formule qui réduit la recherche du symbole au cas où le 

second coefficient b est positif, 


495. Ecrivons, pour plus de symétrie, @&,, c, à la place 
de D, d. Pour déterminer la valeur de 


LC, 
E 
CNE C: 
a, étant positif, cherchons le plus grand commun diviseur 
de « et de &,; on aura 


HUE Ur Pe = + A3, Rs] Un NN 


dis >, -.. élant des entiers positifs décroissants, dont Île 
dernier &, est égal à l'unité (car &, a, sont premiers entre 
eux). Comme on peut, au besoin, remplacer la dernière 
équation par les deux suivantes 


Ayn—1 — Cet DE 14} + Ayn+1s An — dn+1; 


il est permis de supposer 71 pair. 
DUIENDI Ce, -..; Cr Cm des entiers déterminés par les 


relations 
C — AC: + C2, Gps À Ca + Ca, CE, Cnn1—= Eee Cm Cm+ie 
On aura évidemment 


— FaCs— AE Ca — ... — À yn Con+1 — Cyn An+15 
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“my élant égal à zéro et ne figurant dans la formule que 
pour la symétrie. 


D'ailleurs ay —"rioh en dléduitdone CE 


Cela posé, &,, &2, ... élant positifs, la règle de composi- 
Lion nous donnera successivement 


@ © ee 0 © © © se » 1e 0.6 © + re se 0e 2/56 le + 4 m'a. Poe 9 0e eo. 27600 eo DNS CRT 


Enfin comme 29 nia te 00 EEE 


yn Œyn+i ) Se E ( J 4) er pe 
ae 2” F5, I, 
Cyn Cn+1 / Cyn I 


Mulupliant toutes ces équations, 1l viendra 


PNA re 
E = ph +en 
0 
CHE: 


496. On peut déterminer par un procédé analogue la 
= dui0 
valeur des symboles E, ( 2) 
(Es 


Supposons, en effet, qu'en posant 


FAICE EE PVC 


TR | e RER 7e à) 
UNbr AS à 
on ait 
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En désignant, comme précédemment, par 


a! b W 
c' d' ) 


on aura 
_ c’+ d7T 
Er rire b'z 


M a boat 
Fa ACTA 


ule de composition des symboles 


D 


Lx 


et 


formule qui contient la rè 
considérés. 


497. Cherchons l'effet des substitutions élémentaires, 
Considérons d’abord la substitution 


re dan 
ro) 
j" 
laquelle change g en eg. Opérée sur les produits 


ia 
oiT Ve gill(E qit), 


Don MON o0,. 7 6 bee pro 


La substitution A? les change en p?6,, e=tos, po: 
A,! les change en op"! o,, 0243, pt. 


J. — IT. 39 
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Passons à la substitution 


En) 


Comme elle appartient à la classe VI (358), elle les chan- 


gera en 

(l O Ï 
(-D=n(*, jrs 
: 14 — J .O 

C\ O I 
n(-5)=8 (2, dJes 

1 O I 
m(—<)=E ANS P3T; 


: à Fr on I ; 
Or, si l’on suppose + purement imaginaire, . le sera égale- 


ment et 


a 
es 
DIT MUC NE STE a(—<). 47 


seront réels et positifs. Donc 


O I O I 
E; Miro 
| O —— ] O 


le sont aussi; étant des racines 24%% de l’unité, ils se 
réduisent à + 1. Donc B transforme w,, 9,0, en 2,01, 03; 


son carré 
B? — |] O ) 
… O og 


les laisse inaltérées. Enfin B7! les change en 62, 01, 03. 
Partant de ces résultats, et appliquant la règle de compo- 


sition donnée plus haut, nous pourrons calculer sans peine 
l’effet des substitutions 


É Jen A, AjAo, A2A;, AAA; 
O I 
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Tous ces résultats sont consignés dans le Tableau suivant: 


Il @; Do: Ps: 
I [0] 
A2. : po: 293 pT20» 
re © SE 
AS RU ReR ere LT po o103 
A Ras du 010: p?'03 p—1v 
O I B 
RD NU ete O9 Qi 3 
—1 0 | U 
Da ei er 1 22 P3 
Brera, D? 21 93 
DT 4 
: At ii p?03 pT1 pe pr to 
ou 
2 —2 e 
HR PEL pi PT De PP3 
INTER re 03 3 o1 Papa 
A: À. NOT CM) ?2 O3 91 
AAA pt 0 pt: P??s 


498. Soit maintenant T une substitution quelconque de 
la première classe. On peut (358), par une opération ana- 
logue à la recherche du plus grand commun diviseur, la 
mettre sous l’une des deux formes 


À A2U 2x A 2Ux 
ASN AU, AT AUX 
ou 
RAA PONS AS EAIUE 


el 1l résulte du Tableau précédent qu’elle reproduira les 
fonctions ©, 2, #3 respectivement multipliées par 


S' a Ÿ! a SEEN Les 
pZÀk+sÈu  LD—22X D p>x Zu. 


Î 1 û 


Enfin une substitution S, appartenant à une des cinq 
autres classes, peut (358) se mettre sous la forme TU, T 
étant de la première classe, et U l’une des substitutions A,, 
A,, A; A», A: A4, AjA2A,. Connaissant l’eflet de ces der- 


nières, on n a qu à appliquer la règle de composition. 


499. Si l’on suppose les fonctions elliptiques déterminées 
non par leurs périodes, mais par leurs invariants, les quan- 
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tités ©, seront données (443) par les équations binomes 


16(e8—ey,) 


es (eB— ex) (ey — 2) 


On lèvera l’ambiguïté que représente cette formule en pré- 
cisant comme il suit les arguments des quantités o4. 

Supposons d’abord qu’on ait choisi pour périodes fonda- 
mentales les périodes principales et considérons le cas par- 
ticulier où e,, e2, e3 sont réels, et tels qu'on ait 


Co Es re 


Dans ce cas, q sera réel et positif et les expressions de »,, 
ri 
8 Sin nie : TOC ES D 
%2,€ 93 en pro uits 1nfinis montrent qu'ils seront réels et 
positifs. 

Si le triangle e,ee3, à ce moment infiniment aplati, se 
déforme de manière à prendre une autre position quel- 
conque, l'inspection de la figure montre immédiatement 
comment varieront les arguments de 6, —e:,e2—C3, 3 —e, 
et, par suite, les arguments des radicaux qui représentent 
TinPan Te 

Enfin, si l’on remplace les périodes principales par d’au- 
tres périodes équivalentes, les nouvelles valeurs de ©,, 0,0; 

0) a) i 
se déduiront des anciennes par les formules de transforma- 


tion données ci-dessus. 


500. Posons 


I Re 
y = ste 
œ 16 94 


Les substitutions À,, A, transforment respectivement les 
trois fonctions æ1, Tes, Æs EN Ms, Lo, Mi ELEN T,, Den 
les substitutions A?, A5, B? ne les altèrent pas. Elles sont 
donc simplement permutées entre elles par toute substitu- 
ton linéaire de déterminant 1, et les substitutions de la pre- 
mière classe les laissent inaltérées. 


OX 
LS 
© 
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En éliminant e,, eg, e, entre les équations 


Eat epre;—= oO, 
es —H(Eses est, + éyéa) | 
(ea — eg) (eg — ey)*(e; — ex) 
LR a URL PET A MIE ; 
É (e8— ex) (€y — Ex) 


on obtiendrait une équation 


FEI) — 0; 


ayant pour racines æy, Lo, T3: 

Cette équation peut se former plus rapidement comme il 
suil : 

À chaque valeur de x, correspondent deux systèmes de 
valeurs des rapports €, : 6: : e; et, par suite, deux valeurs 
de J; réciproquement, à chaque valeur de J correspondent 
six systèmes de valeurs des rapports 6, : 6e, : e3, mais ils se 
déduisent l’un de l’autre en permutant ces trois lettres ; æo, 
restant inalléré par l’échange de eg et de e,, n'aura que trois 
valeurs. 

L’équation cherchée sera donc de la forme 


AJ + BJ +C—o, 


où À, B, C sont des polynomes du troisième degré par rap- 
port à l’inconnue x, (que nous désignerons plus simple- 
ment par æ pour abréger l'écriture). 

Dans le cas particulier où e, — e,, nous aurons 


=: 00 Lip} TV 00), L3 — O, 
donc 
Abe: 
Pour 
2Ti 4, Ti 
; 3 3 
PRET PA re CE 


on aurait 
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d’où 
CT Ce) 


a désignant une constante. 
Enfin, pour e, — 0,e3 = —e>:, on aurait 


I 
J= 1 Li =— À, La Ts =? 
d’où 


I 2 
A+B+C= (+4) (ei) ) 

b désignant une constante. 
L'équation cherchée sera donc de la forme 


PA 


RE hiet b(x +4 (a =) 
—a(t +1} (TJ —1) —=o. 


Pour déterminer les constantes restantes à, b, on pourra 


poser 

ee —=—1— À, Ee—=—1+ /, Es 2; 
d’où 
12 + 4h? I 


5 
 4R?(g — h?)? 27h . 9.27 HE 


(3—h} 3 3 2 


BE She A a CU OR 


J 


En substituant ces développements dans l'équation 
EC: Li — O, 


» on 


, « ’ = I I 
et égalant à zéro les coefficients des termes en Hax 


obtiendra deux équations linéaires en «a et b. 


901. On obtient de nouvelles fonctions modulaires par la 
combinaison des fonctions Di, Pas Ps 
Posons, par exemple, 
Ti 
Pas === es 


es 
TT IR 


Les six fonctions ainsi obtenues éprouveront, par les sub- 
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stitutions À,, A», A,A:,..., les altérations consignées au 
mi 
Tableau suivant, où r désigne l’exponentielle e*. 


1. Pi2: Pos Pa1 Po: P32° Pise 
SEE r'O32 Do21 TE 71093 SE r'O31 
ee re à V13 r'p32 lo: Y31 71093 rp12 
Aer no rO31 rO12 1? V23 r—los Fe P21 r? O3? 
Baies. : DE Y31 Pi2 P32 ?13 oo 
AiÂoA1.. Do1 71013 r'O32 12 PS1 rT los 
An Dis N 7110 O31 r 11 'P32 913 
FN ROC RS Pts Ve Los 71% D32 r'P13 
HÉROS P12 P23 231 oi 32 213 


502. Ces fonctions peuvent s'exprimer au moyen des inva- 
riants par la formule (422) 


dont on lèvera l'ambiguïté comme au n° 499. 

Pour former l’équation algébrique qui lie les modules 
38 à J, nous remarquerons que l’un d’eux, £? étant donné, 
les rapports e, : e: :e3 et, par suite, J seront déterminés 
sans ambiguïté. D'autre part, à chaque valeur de J corres- 
pondent six modules Æ?. L’équation sera donc de la forme 


AJ +B—o, 


À et B étant du sixième degré en Æ?. 


Or, si l’on suppose 6; —e3, on aura 
— ÉD 2 2 2 PDA EEE pce, e 
D NE où Ut — A0, EE 


donc 


Posons d’autre part, 


CS Po NN CID TAUIE: 
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nous aurons 
3 

_— ÉLIRE JAPIN = JR 2e D ln le . 

J=o, ,42,= 44, == RM MR 


d’où 


2H1\3 4KTI\3 
RU Ce l ) CET : ) = b(kt— 247), 


b désignant une constante. | 
Pour la déterminer, posons e, — 0, es = — e; ; on aura 


Jr Ki3—=—1, 


et en substituant ces valeurs dans l'équation, 


f 
h+b.33=o, d'où  b—— +. 


903. Nous pouvons encore signaler les fonctions modu- 
laires 
pi + ps +3) 
(où — p3)(ps— 9i)(pi— v), 


dont la première a pour cube 3%. 2° J, et la seconde a pour 
carré 33. 28 (J — 1) (443). 


VIII. — Division. 


904. On a vu (405) que, sin est entier, pau s'exprime 
rationnellement au moyen de pu par la formule 


(1) pau —pu=— MU Pr ’ 
112 
Réciproquement, supposons pau donné, et proposons- 
nous de déterminer pu. 
À Ja valeur donnée a de pnu correspondent une infinité de 
valeurs de w; en désignant par w, l’une d’elles choisie à 
volonté, elles seront données par la formule 


2 M3 6) + 2 M9 0) ; 
+ 5 + Fee oo (m;,, m, entiers), 
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et les valeurs correspondantes de l’inconnue x — pu seront 


2 0)4 + 2 Mo Go 
PU + — |), 


les suivantes 
n 


car on reproduirait la même suite de valeurs en prenant w, 
avec le signe — et changeant en même temps les signes de 
Mi, Mo. (À 

Comme l’expression ci-dessus ne change pas si Pon fait 
varier m1, m, de multiples de », on n’obtiendra que n? ra- 
cines distinctes. Tel est effectivement le degré de l’équa- 
on (1) par rapport à pu. 

Soient, plus généralement, 


2 6)! 2 Du 61 + 2 Lo Go 20, 2V30)4 + 2V20)) 
PRES RER NE | — EE ———————————ZZEE 


a —— 


mn /è 22 nm 


deux n°" de périodes, tels que 


! 


2M10, + 290, 
D 


ne puisse êlre une période que si m, et m, sont multiples 
de n (il faut et il suffit pour cela que 1Y%2—u92v, soit pre- 
mier à 2). Les quantités 


210, + 2/30) 
Rate" 
n 


Tn, Ma — P (ue té 


où M1, M2 varient de o à À — 1, seront toutes distinctes, et 
représenteront la suite complète des racines de l’équa- 
on (1). . 

En combinant les formules d’addition et de multiplication, 
on voit immédiatement que chacune des racines x, ,, S ex- 
209 uw} 


DLL Di — 
ER ROUE meer 


: j 2 W! 
rime rationnellement en pus, p—{, p 
P AU eme 
1 20e Dell es l’é : A: 

——. D'ailleurs, en dérivant l'équation (1), on trouve un 
résultat de la forme 


np'au—=R(pu)p'u, 
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R étant une fonction rationnelle. Donc plu, est rationnel en 
Puoetp'AUo, et Tm,m,S EXprimera rationnellement au moyen 


d si 20) LT INR 202 204. 
e Too — P Uo, P Tete Par? P nus, P RTE P Nr 


905. Posons, pour abréger, 


La quantité 


L.,+U, mn 
2 D TH 2Tm,m; 


(Mi==0;1,.. 51-10: 20,1, CNE 


pourra, d’après ce qui précède, s'exprimer rationnellement 
en æ LPS er EUR ANR résen 
03 PT, Pen 01 Pen ro Fe 
à D 
tons--la par P,,.4, (Zoo). 


Changeons dans l'égalité 
(2 ) Puy, Uo ( Zoo) É2 Pb 2 Ci 2 pe EU Tyn, ma 


21h +920 

nm 
indices de sommation m,, mo en Mmi—1, Mo —d3; ul 
viendra | 


UNE US » et changeons en même temps les 


( ÿ ) Py, Ua ( TL, }, ) OtHa OA On À,) L 


SAT 
ns in 


Ca Ve LS Puy, Ua ( Zoo ) . 


] 


Mi Ma 


|] 


On en déduit 


I 
PE, us (TX) + P&, u, (Zoo) 2 5 2, 2, Pin, (aa). 


Cette dernière expression, étant symétrique par rapport 
aux racines de l’équation en x, s'exprime rationnellement 


par les coefficients de celte équation et les constantes &, 


20 203 ! EC 1209 
PE PE= T0, 0p LIU SDEE SR 


n 


que renferment ses 
mn 


coefficients. Désignons-la par A, 
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On aura, en particulier, 


PF 5 (Too) = Â1os PEL ee Mons 
d’où 
1 1 


Een ii A RER US 
L'équation (3) donne, d’autre part, 
Pau, (Aux) Pr (ax) Pia) 
= Py,u, (Too) PT: (Too) PSE (Zoo) 


1: 
= 52122 Pan, (au) PE Can) Pfr(aux) = Buy, 


B,,,u, étant encore une fonction rationnelle des coefficients 
! ! 

, > 2 uw) 2 W 

de l’équation en x et des constantes 4, p—*, 2 
nm nm 


2 
! ! 
20 20 ñ . 
p'auos, p— p >: On en déduit 
mu be 
L(2 L42 
Po, da (Zoo ) — A;oÂ: Buu. 


Les quantités P, ,, (Zoo) étant ainsi déterminées, on en 
déduira immédiatement les racines x; ;,. On a en effet 


Y art 7 À En À 
Zu, Zu, à be; 1 LL, 2 Puy, u, (Zoo) 
— 2 DA Ln, V2, ob (r— À) ) (Zu, obama) e 


Al = > 
Or, sim, Z A1, on aura 


an (n—À) arr 


Zu, abat A) = — 0, 


da hs = f 
et, si M — À1, cette somme est égale à n. De même, pour 
le second facteur X,,4M:(%#-X), suivant qu'on a m2 2}: ou 
Ma = ho. Le second membre se réduit donc à n?x; ;,, et l’on 
aura 


I 
(4 ) a ra 2 2. DR Etes PU us (Too) 
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Il faudra donc, pour résoudre l’équation proposée : 1° cal- 


! ! 
Er are 20 2 W 
culer les quantités auxiliaires 4, p—t, p—=, p' nus, 
20 20% e ; . eee ; 
pie ; 2° déterminer par des opérations ration- 


nelles, les quantités A5, A1, Bu,u,; 3° extraire la racine 
ne de À,, et de À,,. Les racines x; ;, seront données par 


la formule (4); et l’on passera de l’une à l’autre en chan- 
1 1 


geant la détermination des radicaux Ur AGE 


906. Dans la solution précédente, u, désigne l’une quel- 
conque des solutions de l’équation 


pu = 4, 
20h 2! 
el —T, —© sont deux n°" de périodes 
n n 
20, 216) + 220 20, _ 20) + 2Ve 0 
ns ET Eur TOR UNE NME) EE PER = mn ee 
n n n n 


assujeltis à celle seule condition que 12, v> — pv, soit pre- 
mier à A; pau, —a est donc une des données de la ques- 
tion, et p'zau, sera fourni par la formule 


OU PR Re DR A PE 


! l 
(2) 20 
1 2 
D 


Là : » p} 
Lorsqu'on aura déterminé pis » on aura de 


même 


Les signes de ces trois radicaux peuvent être choisis à 
volonté, car on ne cesse pas de satisfaire aux conditions 
204 240% 


imposées À Uÿ, —— —* en changeant leur signe, ce qui 
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/ 


? x LR 207 2! . 
n'altère pas les quantités p wo, p NU DAS change le 


. [4 
. AT ’ » 2), 1 200 
signe des dérivées p'w, p FD Eu 


507. Tout revient donc à calculer les deux constantes 
20’ 20 us : 
p —; p —=: Ces quantités sont (403) des racines de l’équa- 
; n n 


lion 


(5) oem TT (r pes), 


nm 
de degré 7? —1, et dont les coefficients sont des polynomes 
entiers en 22, ga. Mais ce couple de racines n’est pas arbi- 
traire, car 1] faut que 


21404 + 2Ma0, 
n 


ne puisse se réduire à une période que si m,, m2 sont multi- 
ples de n, ou, ce qui revient au même, que deux expres- 


sions 
1 / ! ! HS DE 9 
2,03 + 2M30)9 NAME x Cie 


, 
P 7 n 


où m,m,,Mm,,Mm, varient de o à nA—1, ne puissent être 


égales que si l’on à 
! (PAR ! HS d 
INF M; =0, IN mis — 0 (mod). 


Il sera facile de déterminer s’il en est ainsi pour un couple 


! ! 4 
. 2 W 20: , ns 2 © 
de racines p —, p—= supposé connu. En eflet, p'—", 
n n ? 
2 W! ; . 2 0)’ 2! 
p' —< seront donnés en fonction de p L, p —2 par des 
J n : n £ n 


radicaux carrés, dont nous pouvons prendre Île signe à 
volonté. Les formules d’addition et de multiplication nous 
permettront dès lors de déterminer, en fonction rationnelle 


20) 2 UW9 1 20)! 1209 | be Le 
de p—;, p— p — —=, chacune des quantités 
{ n n € nm É n 


2 M Wy +2 Ma 


1 2 M 0 + 2 Mo ) 
Nine 
n 


( et aussi les dérivées p = 
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et par suite de reconnaître si deux de ces quantités sont ou 
non égales. | : 


908. Soient 
2101 + 2209 
J'm, MAS Sea oc Lei 


n 
une des racines de l’équation (5), d le plus grand commun 
diviseur de m,, m2, R; posons 


Mi = Ut Mi dis) AV: 


210) + 2 M9 G)a Cu 2 Hi 01 + 2 M9 Go 


ñn y 


sera un y*"° de période, et nous dirons que Îla racine y,, », 
appartient au diviseur ». 

Désignons par ‘/; le produit des facteurs linéaires y —7,,, », 
correspondant aux racines qui appartiennent au diviseur y; 
on aura évidemment 


le produit s'étendant à tous les diviseurs y de n, y compris 
ce nombre lui-même, mais l’unité exceptée. 

Les polynomes :/} ont leurs coefficients ralionnels et 
entiers en 9°, gs. En ellet, décomposons y en facteurs pre- 
niiers 4SO10V— at bp. RL equation 


Yi = 0 


aura évidemment pour racines celles des racines y, », qui 
appartiennent à y ou à l’un de ses diviseurs. Ces dernières 


\ 


À : ÿ k 
appartiendront à l’un des nombres Pr EU CU l’un de 


ses diviseurs. Elles satisferont donc à l’une au moins des 
équalions 


—— 
QAl<N 
Î 
© 
—< 
QI < © 
Â 
© 


Si donc on détermine : 1° le plus grand commun diviseur 
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de 4 avec chacun des polynomes d?, d?, ...; 2° le plus petit 
x 6 
multiple M de ces plus grands communs diviseurs ; enfin, si 
l’on divise 4} par M, on obtiendra un polynome n’ayant plus 
pour racines que celles qui appartiennent à y; 1l sera donc 
égal à ÿ à un facteur numérique près. D'ailleurs, 45, V'RTEEE 
a 


ayant pour coefficients des polynomes entiers en g;, 23, dont 


po 


le premier est purement numérique, 2 
P P QUES, 


jouira évidemment de 


la même pro priété. 


909. Cherchons le degré du polynome}?. 1l a pour racines 


les quantités 


2 M1 04 + 2 Ho Go 
RO 


y 
’ — . | 1 
Hu, Mo étant 5 O mais << y, el y, Lo, y N'ayant pas de facteur 
commun, 
: : \ \ ” . 
Les entiers —; — +... etant premiers entre eux, on pourra 
ax bB 1 


déterminer des entiers À, B, ... tels qu’on ait 


A+ z6B+...—=Im, 
d’où 
D NE EE ot 
Fes uipnes RE Or VA 


À, désignant un entier < a* et non négatif; B, un entier 
< bB et non négatif, etc., k, un entier. On pourra mettre 


0 


= sous une forme analogue 
à 


He A, B; } 
NES —- rit +, . AE k . 
y a bb : 
Pour que 4, &, y n'aient pas de facteur commun, il faut 
eu 1l suffit que y, et u, ne soient simultanément divisibles n1 


par &, ni par b, ... ou, ce qui revient au même, que À,, À» 
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ne soient pas tous deux divisibles par a, ni B,, B, tous deux 
divisibles par b, etc. 

Or A,, À, sont chacun susceptibles des a valeurs 0,1, ..., 
a%— 1, ce qui donne 4% combinaisons. Celles où À,, A, sont 
tous deux divisibles par a sont au nombre de a?*-?, En Îles 
excluant, il restera 


combinaisons admissibles. 
Le nombre des combinaisons admissibles pour B,, B, sera 


vtr #) . 


etc. Le nombre des valeurs admissibles pour a,, pm (ou le 


de même 


degré du polynome ‘/?) sera donc 
8 po!) 19) 


2e, 11e Ti 5 I 
an(s) x) =) (7) 


Si ñ est pair, dans la suite des facteurs y; figurera le 
facteur 


I I 
Me DT) 6) RME AL 


correspondant aux demi-périodes. Les autres polynomes FLE 
où y >2, sont des carrés parfaits; car à chaque racine y»: m, 
appartenant au diviseur y, on peut associer une aulre 
racine Vs my par la relation | 


! PT / 7,1 ne. 
mi +m, =, M, + M, = 0 (mod), 


el ces deux racines, évidemment égales, appartiennent au 


! LT 
même diviseur. 


510. La résolution de l'équation 4x = 0 entraîne celle de 


l'équation d? — 0. 

1/2 ! ! 
20); 20)’, ; > 

» Pp— un couple de racines de | équa- 
AA 7ù 


Lion y} — 0; nous pourrons, après avoir choisi à volonté les 


Soit, en effet, p 
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! / 
. . 24) 2 LU) 
signes des radicaux pl, p' 


, calculer par des opéra- 
lions ralionnelles les quantités 
2 M6, + 230) ,2M0 + 20), 


EE AR ne à 2 a | ————————————————————_ } 
Î /è Î 7è 


Où M, M varient de o à n — 1. S1iles quantités 


2M101 +230, 
P DE TT UOTE S 


A 

sont toujours distinctes lorsque la somme de leurs argu- 
ments n’est pas une période, elles reproduiront toute la 

. . 9 
Sue destracines, y, deide—"0. 

Si la condition précédente n’était pas satisfaite, on essaic- 
rait un autre couple de racines ; on est d’ailleurs certain qu’il 
en existe qui conduisent au résultat désiré. 


O11. Si l’on décompose x d’une façon quelconque en 
facteurs g, 7, ... premiers entre eux, on pourra remplacer 
la résolution de léquation y%— 0 par celle des équations 


ré PR RANEE 
Xq — 9 Lrer9; 
Car cette résolution, entrainant celle des équations 


WE 0: SO: HP 
fait connaître les valeurs de pu et de p'u pour tous les 
arguments qui sont des g*"% de périodes, des ri" de pé- 
riodes, etc. 


Cela posé, soit 
2 M3 0)4 + 2 79 G2 
n 


un nième de période; nous pourrons déterminer des entiers 
De ei Ver Aie tels qu'Onail 


nn y 
PRE ea RASE NRES A 
n (#1 [A 
nt Lo VE 
NS EE +... +, 
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d’où 


2M101—+ 2209 __ 2H0y3+ 220) 3 2%: h) +5 VON 
n ae q 71 
et comme on connaît les valeurs de pu, p'u pour les argu- 


ments 
2 Hi 64 + 2 [Ho (QE) 2V1 01 + 2 Va Ga 
remis SR AR SN, | RSR RP PRE RTE ONCE ST 
fi Æ 


qui sont des gi", des r'"S%, etc. de périodes, on en déduira 
par la formule d’addition les valeurs de 


21 0)1 + 2 M G)o rs 2110) + 2 No 6)9 


DE PEER PE NOT TU) 3) 
n n 


. 


Si donc n — a%b8..., a, b,... étant premiers, la résolution 


de 4% = 0 se ramènera à celle des équations 


SAP RATE PSE. 
Las O, À p8 — 0: SAP 
912. Considérons done une de celles-ci, telle que 
PA EE 
Lax — , 
el supposons & > 1. Ses racines sont les quantités 


27,0)] ct 2 M2) 
Re EE à à 
a 
où M4, MA ne sont pas Lous deux divisibles par &. Soient 
respectivement 4,1, les restes de leur division par a% t; ils 
ne seront pas nuls à la fois, et nous pourrons écrire 


2M101 + 2 Mo I /2 LG +2 6e te 
a — = RE Ce + période }. 
a a 2 Late 


ee: : 2101 + 2 Mot: 
Considérons celles des racines p —— © — pour 
d 


lesquelles M, 2 Ont la même valeur. On pourra, en posant 
dans les formnles (4), 


5) G)y + 2 Lo Go 
JMS (0 == SA ne ou IR où ve La 
4 ? 0 ax! ? 
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les exprimer en fonction de 


dus y CAE È 
26); 12W1: 2 Ga ! 2 Wo 
) 2 e] ) 2 à) à 
| EN res 0 


Mais toutes ces quantités auxiliaires seront connues (au 
signe près des dérivées, qui est arbitraire), si l’on suppose 
résolues les équalions 


La résolution de cette dernière se ramènera de même à 
celle de 


De 0, et bia — 0: 
La résolution de l'équation 
(DA 0 où n = a% bb 
En = "bre 


se ramène donc finalement : 


1° À celle des équations 


RER 2 : 
West, V0, sent as 


4 


2° À des extractions de racines. 


513. On peut obtenir une réduction ultérieure du pro- 
blème de la manière suivante : 
Soit 
14 Var 2 1045 2 H2 Ga 


nt n 


un niv de période propre, c’est-à-dire tel que mu, 02, 
n'aient pas de facteur commun; toutes les quantités de la 
forme 


2 ee 
m — + période, 
n 


où mn est premier à », seront également des n°" de périodes 
propres. Nous les réunirons dans un même groupe. 
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à 
ea Aus [4 
Un autre n°%° de période propre, —; donnera de même 
naissance à un nouveau groupe 


1 
m — + période. 
n 


Ces deux groupes n’auront aucun n“*"* de période propre 
commun, s'ils ne sont pas identiques. Supposons, en effet, 
qu'on ail 

w , æ! 
NO 
7 112 
Soit uw un entier quelconque: on pourra délerminer un 
) Ê 
nombre À satisfaisant à la congruence 


Aim=t (mod). 
On aura dès lors 
4 
(22 (22 2e 
— = ÀÂM— = Àm —; 
7 I 4 


donc tout #2" de période du premier groupe est contenu 
dans le second. La réciproque se démontre de même. 

On peut donc réparur les ni" de périodes propres en 
groupes, chacun d’eux élant caractérisé par l’un quelconque 
des n°%% de périodes qu’il contient. 

Le nombre total des n“"#% de périodes non équivalents 
entre eux est, comme nous l’avons vu, 


ne I — s 
donne 2)" 


Ceux qui sont contenus dans un groupe 


(w {0 car 

— ….) I —) . + période 

n n 

’obtiendr vid d ù | ite de 
S oObliendrobt evidemment en onnant à 71 la suite des 


valeurs premières à nr et nr. Leur nombre M sera égal à 
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Le nombre N des groupes sera donc 


(D (ee 


En paruculier, si » est premier, on aura »? -- 1 groupes; 
et l’on pourra choisir pour les caractériser les n'°"% de 
périodes ci-dessous 

ww 26); x 240) + 209 


he. , — = ————————— 0 Rte VA MEME | 
n n n n ( 2j È }, 


ou, plus généralement, 


OST T ÉD LÀ LG 20e 
— ; EE CROIRE LA, 
n n n n 


À étant un entier fixe premier à » et arbitrairement choisi. 
Ces n°%% de périodes appartiennent, en effet, à des groupes 
différents; car on ne peut avoir 


2Mm01 _ 2AKXG) + 203 
D CRE A 2 ie a à à 


n 7t 
et la relation 


2Àk&) +202 2Àk'o +20 


THIERS SE 
n n 
donnerait 
m =1;, 2kk = 92k' (modn), 
d’où 
k = k!, 
514 Soi LA ièmes GS an CU 
4. Soient UN Dh des ñn de périodes choisis à 


volonté dans chaque groupe pour le caractériser. Tout ni" 
de période propre sera équivalent à l’un de ceux-ci 
y w! 
DE —) I — .…., 
n I 
où m prendra la suite des valeurs premières à n et moindres 
que n. 
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Les quantilés 
2 Lu Gi + 2 [Lo Go 
n 


\ = es 2 À 
(où His Ha SONt SO, mails 7, ELU, Uo, 7 N ONE pas de fac- 
Leur commun) forment également un système complet de 
nièmes de périodes propres non équivalentes entre elles. Elles 


seront donc équivalentes, à l’ordre près, aux quantités pré- 
2 Hi 1 + 2 Mo Wo 


cédentes. Les racines p de l'équation y — 0 


It 
seront donc les quantités 
(y vw! 
AT) TS .... 
F I P 7 


Nous les répartirons en groupes en réunissant ensemble 
celles dont les arguments sont multiples d’une même quan- 


CE EN © 22 
tite — : 
1è 


515. Soit Fune fonction rationnelle de 


(22 2 (An —1)æ 
Jr DR RC TS mere 
HER j n 


Toutes ces quantités peuvent s'exprimer rationnellement 
) 


re’ pu au 
en P—» Le, Fa; ON pourra donc écrire 


Are : de. t2 ne 
o désignant une fonction rationnelle en p —) Jin Dos 


OT) La L4 , . « x 
S1 l’on change — en m-—, m étant premier à z, le système 
Ari n 2 
RS, à w AH) : 

des quantités p PC D RE se reproduira. Celles de 
ces racines qui appartiennent à un même diviseur y seront 
seulement permutées entre elles. Si donc nous admettons 

? , Q 7 e 
qu'elles figurent symétriquement dans F, cette fonction ne 


sera pas changée ; on aura donc 


Len We Re me) =, mew \ 
e( =) sfr me RUN DIE 
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Soient EF’... les fonctions analogues à F, formées avec les 
racines des autres groupes; on aura de même 


mw' 
=$ D e(rT =) 7 


LS ga ie 
Red RDA OA) 


la sommation s'étendant à toutes les racines y de l'équation 


Sem 
An =: 
Le setond membre, étant une foncuon symétrique de ces 


el, par suite, 


racines, pourra s'exprimer rationnellement au moyen de g2, 
g3 et je coefficients de l’équation, qui sont eux-mêmes 
ralionnels en 92 et 23. 

D'ailleurs F?, F%,... sont comme K des fonctions symé- 
triques; on pourra donc exprimer aussi rationnellement les 


quantilés 
(ER DR EEET CON A 


2L, par suite, Lous les coefficients de l’équation de degré N, 
(6) CR) CES 0; 


dont F, F’, .. sont les racines. 


916. Supposons que la fonction F ail été choisie de telle 
sorte que les quantités F, F”, ... aient des valeurs numériques 
disuinctes. Toute fonction symétrique ® des racines d’un 
même groupe pourra s'exprimer ralionnellement au moyen 
HP etrdes coéfficrents de y": 

En effet, les fonctions D, DEF, EF®?, ... sont encore symé- 
triques par rapport aux racines qui appartiennent à un 


même diviseur; on aura donc 


D+® +...—R, 
DEF + OD'EF +...—R;, 


R,R,,... étant rauonnels. Ces équations linéaires, dont le 
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déterminant n'est pas nul (car il est égal au produit des dif- 
férences F — E'), détermineront D,f®d",..…. 

Donc, lorsqu'on aura résolu l'équation en £, on pourra, 
par des opérations rationnelles, calculer les coefficients de 
chacune des équations 


dont dépendent les racines de chaque oroupe. 


517. Ces dernières équations peuvent se résoudre par des 
extractions de racines. Pour plus de simplicité, nous suppo- 
serons A premier; cas auquel les autres peuvent se réduire, 
ainsi que nous l’avons vu. 

Soit, en eflet, g une racine primitive de n, c'est-à-dire 
un entier tel que les-nombres!1,,g, 2°, No 
par x, donnent des restes tous différents, reproduisant, à 
l’ordre près, tous les nombres de la suite 1, 2, ..., n—1, 
(g71 donnant d’ailleurs Punité pour reste, d’après un théo- 
rème de l'ermat). À chaque entier mn’, posiuf et < n, corres- 
pond un exposant 7° non négatif et 7 — 1, tel qu’on ait 


m'= g'= gr+A(n-1) (mod An). 


œ 

æ) 
se AS mw 

Les racines Pr CLOIRESRRDULEON donc, en les ran- 


geant dans un ordre convenable, se mettre sous la forme 


ne (29 .w 
fr P cire Ir LC ME D ss TE OST SR SNS 


En donnant à 7 les valeurs suivantes n —1,n,.…, les 
mêmes racines se reproduiraient périodiquement. 


Posons 
2H: 


6 ns Ur 
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el considérons l'expression 


It 


ERP 
s,gwp(ere). rÆ=O,1,..., nn —9 [mod(7 —1).] 


: ; ao d4e 
Ce sera une fonction rationnelle de p= et de B; dési- 


14 
gnons-la par P, ( P ae 


n, 


Dans Péquation 


changeons en 2} et changeons en même temps l'indice 
de sommation r en 7 — À, 1l viendra 


Les foncuons 


«p À pp 
«v où çp° G(r) ++ G(ré }+.. 
G(r?) Co) Re NS es 0 
n n n—1 


Cette quantité, symétrique par rapport aux racines de 


Ph DRAM ERRE 
n n LE 


pourra s'exprimer rationnellement par ses coefficients. Il 


l'équation 


en sera de même pour les fonctions 


> \ 
IL, (o = 
; Jè 


Désignons par G, H, les expressions ainsi trouvées, il 
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viendra 


QE 1 
(62 = 
PET? HG 
n 


Mais 2,80 est éoal à 0 si 1200287 UE 


second membre se réduit donc à 


et l’on aura 


1 ) 


= H, 48 7G" 04 PB ACCESS 


Le 


Cette formule donnera toutes les racines, qui se déduisent 


d'ailleurs les unes des autres en changeant la détermination 


6 
du radical Gt, 


Le problème de la division des périodes serait donc 


résolu si l’on savait trouver les racines de l'équation auxiI- 


liaire (6) dont dépend la foncuon symétrique F. Gette 


équalion a reçu le nom d'équation modulaire. En variant 
le choix de la fonction F, on obuendrait une infinité de 


semblables équations. 


IX. — Transformation. 


918. Pour que deux fonctions elliptiques p(u, w', w,) et 


p(u, w,,w,) soient liées par une équation algébrique, il faut 
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et 1l suffit (366) que leurs périodes soient liées par deux 


relations 
(ao, + d'ow, = a”o, + b’o,, 
() RME ATEN 
Posons | 
(2) (= ali + blu, 


(l 2,=c'o,+d'ow 


Il existera ‘une relation algébrique entre p(u, w°,«w;,)et 
p(u, Q,, ®), et une relation analogue entre p(u, w,, w;) 
et p(u, Q,, @). L’élimination de cette dernière fonction 
donnera la relation entre pu, w', w,) et pu, w,, w;). 
Nous pouvons donc nous borner à chercher la relation entre 
deux fonctions dont les périodes sont liées par la rela- 
Lion (2). 

Comme la fonction pu ne change pas si l’on change le 
signe d’une de ses périodes, 1l est permis d'admettre que 
OM Q; mu Te 1e 
sa et 0, ont leur partie imaginaire posifive. Dans ce cas, 
a'd'— b'c' sera un entier positif. Ce déterminant se nomme 
le degré de la transformation (2). 

Soit 7: le plus grand commun diviseur de a', b', c', d'. La 
transformation (2) est la résultante des deux suivantes 


dont la première relie p(u, oo HAN ep ue: 0%) "ea 


! 


seconde p (u, Q', Q,) à p(u, Q,, Q). Mais on a 


D OT D (ru, nee re pin, Q), 


D'ailleurs la théorie de la multiplication nous a donné, 
sous forme explicite, la relation entre cette quantité et 
p{u, Q,, Q,). Nous n'avons donc plus qu’à chercher la 
relation entre p(u, Q', Q,) et p(u, w', w,). 

Le problème général de la transformation est ainsi réduit 
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au cas des transformations propres, où les coefficients a’, b”, 
c', d' n’ont pas de facteur commun. 


519. Une transformation propre 


a! b 
NC 


de degré a'd'—b'c'—n est (354) la résultante de trois 


die 


dont Îa première et la dernière sont de déterminant 1. 


autres 


Posons 
oi=a0, +Bo,, W2— yo, + do 
GE 
Q, = 61 + B'o2, 2, — yo 1 + d'w. 


Nous aurons 


! 1 re FE 
p(u, 0); ,) — p(u, (OP Nue 


p(u, @,, &,) = p(u, «1, ©), 


et la relation entre les nouvelles périodes aura pris la forme 


simple 
ira Pr 
ou 
Di — 0) Oo Or 
n 


r” © 3 N ns C n FA, Fa Fs fe rs 
Nous désignerons par pu, Qu, du, ge, Z3, .… Ce que 


deviennent pu, Êu, Su, ge, £3, .…, lorsqu'on y remplace 
EX . G); , , . 
ainsi 4 par — sans altérer la seconde période. 


Les périodes de pu sont, comme on le voit, celles de pu, 


20): 2 M 0); 


et, en outre, des 7°" de période = ,--. formant un 


7l 
des N groupes définis au n° 514. 
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Au lieu de ces n°"% de périodes, on aurait pu adjoindre 
ceux d’un quelconque des autres groupes. On obtien- 
drait ainsi N réseaux différents, à chacun desquels corres- 
pond une fonction elliptique p liée à la primitive par une 
transformation de degré nr. Les formules relatives à ces 
diverses transformations se déduiront évidemment de 


celles que nous allons établir pour la fonction pu, en y 
20): CPE * , . ) 
remplaçant —— par les n°%% de périodes propres qui carac- 
PAAS 4e Ë PEUR [ 


térisent respectivement ces divers groupes. 


é 


étant évidemment la résultante de transformations analogues 


La transformation 


où 7x est remplacé par ses facteurs premiers, tous les cas 
pourraient être ramenés à celui-là. Nous nous bornerons 
donc à considérer les deux cas suivants : 1° 2 —2; 2° n est 
impair. 


920. Transformation de degré 2. — La fonction pu 
admet les périodes 2w, et 2w,; elle a, aux périodes près, 


les pôles o et 2W6,—w,. Aux environs de ces points, les 


I 


parties infinies de son développement sont D 
u? (u—w;)? 


Enfin le développement relatif à l’origine est privé de 
terme constant. On aura donc, par la formule de décompo- 
sion en éléments simples, 


(3) OU NT A TR EN 
— PITc + pu ne %j) — € 
Pre lle se 
Pipes (es 1)(63 1). 
Pure 
Intégrons et déterminons la constante de telle sorte que 
le développement des deux membres suivant les puissances 
de w n'ait pas de terme constant; il vient 


(4) Eu—tu+t(u—o)+eutvu. 
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Une seconde intégration donnera 


9 
de errL 
logo u—logsu+logs(u ci Nourercaut — log 3(—6),), 


DE RUES TE) 
T5 S(—0)) 
e; e, u? 


Ne Sale Voir 
6e MO UD, UT NON PLIS 


Pour déduire de là les expressions de d,u, du, dyu, con- 
us Diu sou Vo 
sidérons les rapports =; =—, = 

OM TOUL MON 


ellipuques admettant les périodes 26,, 4w: ; leur valeur prin- 


. Ce sont des fonctions 


‘ I _ — 
cipale pour uw = 0 est —; leurs pôles sont les zéros de ou; 
leurs zéros sont, aux multiples près de 26, et de 20, 


L 


= 261 = 0r, Loi OL GO) Eee 
. 2 

— ] — 

WD3—= — Do — "LE Ets ire 


Les rapports des quatre foncluions 


OUOAU, 


| ! 


DoUOaU, 


Su É u —p (os+ 2) | 
; 2 


jouissent évidemment des mêmes propriétés ; ils seront donc 
égaux aux précédents, et l’on aura, en conséquence, | 


eu? 


—— 6 ; LD 0 
Due oi | PER 
: 
e, u? eu? 
(6 Mets ue pes es PP 
DUC OoUGau—e Su V(pu-—'e) (PH ment 


CARTE 


” SE 6) 
Oau=—e o?u Lou — p (o are 2] 
CT 


/ 


Qt 
SI 
(14 
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el 
[ [on 2 
| Su D fee 
— _ el L 
Pl e = = — Ù 
2 HI 
o?u Pu (A 
— UC UP ue) (Due e) 
(7) lpPu—e = = = ————— —— ——-, 
o?u PURE CA 
b] 
GO} kS 
ee PURE NO EE— 
_ = OU 5} 
Pu— eg = — = ——_———  — "î°— . 
Eu pu —e, 


\ 


Développons les deux membres des équations (7) aivant 
les puissances de uw; l’identification des termes constants 
donnera 


6); 
E =2P— —e,;, 
2 


(8) Meme Cr De, 


[02] (82) Se 
Pour calculer les constantes p EN P (os+%), qui figu- 
rent dans les formules précédentes, ajoutons ces trois der- 
nières ; nous obtiendrons cette première relation 


G)1 4 cs / "vs 
PE “ 20 Do + : nn PRE 
3) ‘ 


Posons, d’autre part, # = — — dans lidentité 


_ 


I 
[p(u+uoi)—e ](pu —e) = Te” 
1 


et exlrayons la racine carrée, il vient 


Mais, dans le cas particulier où w, est réel et w, purement 
imaginaire, U, est réel; lorsque w varie de o à w,, pu est 


’ ’ à. \ 0); 
également réel et varie de + à e,; donc p — — € est po- 
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siuf. Il faut donc prendre 


Gi I 6); I 
(9) Re PAIE RATE 


1 


On aura donc 


2 pe æ 2 
? er NE GATE 


> 19 
0 


Calculons enfin n,, n°. À cet effet, changeons w en 
u +20, —=u +40, dans la formule (5). Le premier membre 
seramultiplié pare tu (#+w), lesecond pare?4tif#te)02,2nitpent 


L'identification donne 


_ I 
(10) Dir Ts f1Qi: 
L’équation 
: — I TL 
13% — No == — 
4 9 2 
donne ensuite 
— Tr NES Tin 
(11) N=— — + —< +Ee 02. 


G) ; (Cr 


521. Réciproquement proposons-nous d'exprimer e,, 6, e3 


en fonction de e,,6:,63, 


On aura 
LE EN Co + € — — 6», 
— — \9 
I (ae) 
EE (A A Ne - 
( €» 1)(e3 1) U: 16 
Mais 


2 
e: 
(eo — ei) (es —e)—ee—e(e + e) relier ea 
Donc 
RE RL 
Le Ca) nee 


Er A) 
16 2 


de sorte que e:, e4 seront les racines de l'équation du second 
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degré 


? me EN io 
j 1 (ere) C2 
15 D) ET ro D 
a) HS En 16 2 


et la relation entre pu et pu deviendra 


(a— a) 


Fa I 
13 = ÿ NA EE 
(13) pu pu + TG 


922. L'emploi de celte formule peut être avantageux dans 
les applications. Les foncuons ellipuques que l’on a à con- 
sidérer ont toujours leurs invariants g, et g, réels. Le poly- 
nome 


a donc ses trois racines réelles ou une seule racine réelle et 
deux racines imaginaires conjuguées. Le premier cas est le 
plus avantageux, car l’une des périodes principales étant 
réelle, une autre purement imaginaire, leur rapport est pure- 
ment imaginaire, Ce qui donne pour g une valeur réelle. De 
plus le triangle des périodes sera rectangle, et si l’on choisit 
pour première période celle de module minimum, | 4 | sera au 


1 
FT 


plus égal à e 7, limite moins élevée que celle e ? "trouvée 
dans le cas général. 

Qr les formules précédentes permettent de ramener le cas 
des racines imaginaires à celui où les trois racines sont 
réelles. 

Soit en effet pu une fonction elliptique pour laquelle le 


polynome ait une racine réelle e, et deux racines imaginaires 


conjuguées €,, €3. La somme des trois racines étant nulle, 
on aura 


a étant réel, et(e,; — e3 )? = — 4 a? sera négatif. 
Si donc on fait la substitution (13), pu sera exprimé ration- 
J. — 11. 37 
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nellement par une nouvelle fonction px pour laquelle les 
trois racines €, €>, e3 seront réelles ; car l’équation (12) a 
son dernier terme négatif. 
923. Transformations de degré impair. — Soit 
= 9 TEEN 


La fonction pu admet les périodes 2w,, 2w, et les pôles 


20): 2 77 L) , ste 17 LS: 
DIN AE me : A DAS décomposition en éléments sim- 
F là Î 
ples donnera 
/ un lun 2 [201 
(14) pPu—=pu + ÿ pPlu+———}|]—-a 
“ — 11 /è 
| CLEAN 2 110); 
OUR DU — 4, 
: n 


a désignant la constante 


; ln 
2 (0) 260 
(15): _: Le » ie De _— 


cm (à à 


D'ailleurs, la formule d’addition donne 


2 LU), 

LT p'u — 7 2600 
fé 2:20); Ge - 2 6: J n 

) LE TRS EEE D mn TOR en HR 

— In 7E < _,, n 4 DU p 2 1/6): 
It 


En remarquant que les termes impairs en &w doivent se dé- 
truire dans la somme, on aura 


S= 
ht 


\ 
RON 


p'u—p 
It 


le 


2 (20); 
P U — P us Rs 


\ /l 


œ) F6): 


19 


[42 


ES LU 

=» 2 HG); 
D'Un ES 
. 2 


2 H0): p' 2 Hi 


n I ÊL UE 


Ep 02 
‘m J “ d 


J 
Far x 2 : 2 
00 2 (16), 2 2 2 [L0)] 
1 P TN p 210: It P ie p ME 
na D 


FONCTIONS ELLIPTIQUES. 279 


Le premier terme est égal à 


2 U.G)} I 2 (16); 
, pu — pi—— — — 9, Ur AA a 
D 7 n ‘as = 
VS 2 LL6)1 \? 
nt 1 
P U — P ———— 
( 7 
, 2 HG) , 20: I 
PH PUR pr, 
"mt n n ae 
dd 2 LU) 
m p HE p F [l 
7/t 
, SVT lee UE 
au 2 16) n ne 
=> Nm 
L3 nm 2 LG) 
ni Fu ph F-G l 
ñ 


Substituant dans l’équation (14), nous obtiendrons l’ex- 


pression de pu par une somme de fractions simples 


2e 1, 1 pe 2H, 
ee —/m n TAC 1m 2 n 
(16) pPu—=pu + ET A dr TS RES 
— mn G)1 _ (CNE el 
AIS 7e L'RER m pu —p Fe 
It \ Jè 


Intégrons lPéquation (14); 11 viendra 
_ m 3 LG) 
(17) Qu=tu+S eue 2) + au. 


On n’a pas à ajouter de constante, la différence des deux 


V4 u Le 
membres étant nulle pour w = o, puisque £u est une fonc- 
Uion impaire. 


Intégrons encore, nous aurons 


2 (10) Lie 
logs u + mu) PAR 


7 


‘m 


logs u = logs u + > 
: 1} 


b 2 0); 
— logs , 
» ñn 
(18) du-=e? sul | 
1 
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On en déduit, pour d,u, du, su, les formules analogues 


nt 9 6) 
5 A pod 4 | 
2 CONS re LL dat u | l Li ul — (2 + on) | 
1 


Car, en divisant membre à membre par l'égalité (18), on 
obtient des deux côtés des fonctions elliptiques aux périodes 


Av, et 4w,, ayant mêmes zéros, mêmes pôles et même va- 


: * L — , 
leur principale — pour 4 = 0. Elles sont donc égales. 
[42 ! $ Se 


On aura encore 


(20: pP 
_ - du 1 Rat n EE < 
20e pue — — (pu —é,)] | : 
/ cie h 2 LG), 
pu — p—— 


nm 
52 


= 


4. Changeons, dans la formule (18), & en 


LD GT DL ONS 
Le premier membre sera multiplié par 


(— Bic CNET VUE QU 
et le second par 


e24u,(u+w,) (— ie e2fitr+u,)n, 
L'identification donnera 


= 6) 
(21) PL de me 


<> — — Ti : : 
De l'équation n, 62—n2 7 = on lire ensuite 
— nTi Go 
(22) = — —— + As + AN —" 
2 6 


Go 


Comme on a w,—=w,+2muw,, on obtiendra les valeurs 
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de e,, €», es en posant 4 — 6, 6, w, dans l'équation (14). 


Il vient 
= QE 226), 
Ex = — à + €y + IAE ) 
1 n 
(23) I n—1 I 
=—A+Rhe + — > ——— . 
U£ 2 Du); 
) — €, 
FR “ 


\ 


Développons les deux membres de l'équation (14) suivant 
les puissances de w. L'identification des termes en u? et u' 


| — DU 2401 
— S2— — 52 = FE RAA) 
DIE 20 


(24) | 
10e I ÉD ET: 
nant D pr. 
20 28 © 24 1 n 


Comme p'u et p'u s'expriment rationnellement en 


donnera 


PU, £», gs, ces formules montrent que 22, £: et l'invariant 
absolu J sont racines d'équations modulaires. 


920. [Il est évident, d’après l’'homogénéité, he l'équation 
modulaire à laquelle J satisfait ne doit contenir g, et g, que 
dans la combinaison J. Elle sera donc de la es 


EN J)—o. 
Cette équation sera symétrique en J et J. Soient, en effet, 
R=2mi0,+2m20, le réseau de périodes auquel corres- 
_ (D) : 
pond Pinvariant J; R=2m, A + 2m20, l’un des réseaux 


transformés, J l’invariant correspondant. En divisant à son 
tour la période w; par n, on obtiendra un nouveau réseau 


(0 9 . , D 
Her, Caen EHqui sera l’un des transformés de R. 


Son invariant J' sera donc lié à J par la relation 
PACRATES ES 


Mais, d'autre part, l'invariant absolu ne dépendant que du 
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rapport des périodes, on a J'= J. Donc l'équation 


(EG Neo 


entraîne celle-ci 


F,(T, J) AU 


926. L’équation (20) fournit de nouvelles équations mo- 
dulaires plus simples que les précédentes. Posons, en eflet, 


U = GB, d'où pu —e8, Pu=— ER) 


2H4Ww 
et remplacçons p (2e AE wa) par sa valeur 


il viendra 


2 LG) È 
2 Cr bel + AS e:) 
In Pr) 
=(e5— ce [T DUREE TT 
! a | 


Or on a (443) 


2 \2 à 
< = TC Fe nT 
UE ( =) o'T x (re) pAnTOÏnT 
1 


(le signe dépendant de l’ordre circulaire des indices #,8,). 
Cette équation peut donc s’écrire ainsi 


2n—2 pp# 8h mn P 
nn nn 
(26) n°? wi  MÉSRe LS CEE — | Ë TT TS VE % 
K QT oÿ"T . 1 , 2H: 
) RS 


4 
n 


En la combinant avec ses homologues, et tenant compte 
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de l'identité 

S RL 

Pipipsme Va, 


ainsi que des relations 


rie tr \!2 
| 5 Pa : + 
pag — e° —, a=(=) p?} 


(443 et 501), on en déduit aisément 
MENT is 
RE -T E ne T2 
, Das 2T ñn 
9 — : ne CR SR RE 
a $ 7? ; [ È 2 
COSANE 1 2 UU)] 
ras ) Ê eg 


Î pe 1 # 
7è 
a Ar 1272—-12 @?tnT LIL I 
— 12 H EE 
(29) Na me fe CTI ESS f : 9 : 
Û j e 1 p'8 2 HG); , 
/t 
Les quantités 
77 >= HAL 4 AA / NE 707 
Past Ya /iT 7 Pos) GO) Q nT 
NT né 1? \ CS ae Le GR 
PAT Pa / À T, Die 


sont donc rationnelles et symétriques par rapport aux quan- 


AE 20: OUIIE CG); 

iles Feat AO . 

147 Fa M It 

De semblables expressions sont racines d'équations modu- 


laires ; car, d’une part, elles peuvent s'exprimer rationnelle- 
ment par p 2; d’autre part, elles restent inaltérées par le 
changement de w, en Aw,, À élant un entier quelconque pre- 
mier à ». Soit, en effet, 7, le reste posilif ou négatif, mais 


1t . de 
<=; qu'on obtient en divisant ku par » ; on aura 
2 


2 A6): D Palt) 
P PR P s , 
n n 


et les nombres 7, reproduisent, à Pordre près, la suite 7, 


DE RATE, 
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VaBnT 
On doit toutefois remarquer que, les expressions de =—, 
TE 


SAT 
gant 


Ge contenant les constantes e,, es, celles-ci figureront con- 
54 T 


jointement avec 9, et 2, dans les coefficients des équations 
modulaires correspondantes. 


527. Nous allons montrer, d’après M. Xrepert, que, si » 
est premier à 3, le produit 


2 126) 
tetes 


nm 


est le cube d’une fonction rationnelle et symétrique de 


2 0 2MU 
P ur ss P 


, d’où cette conséquence que 


O1 ATTÉOETTE 
EE = 
T DATA 


sont elles-mêmes des racines d'équations modulaires. 


À 
A mn 


oanT 12 


(04 T 


2 


Nous partirons de l'expression 

2 211 4 
n° 

(30) 


Lise HET) ROEr: 
Sr s 2 Hi 


2 61 0 (Ë) D} Ce 
n n 


(remarquons en passant que, pour n —2, p — 1, elle se ré- 


ANT ee 
duirait à 5.) On a évidemment 


U: 
(3 1) Ly = — ly — En+us lutin — (— 1)* lus 
2 AG: 
HE n 2 (16); 
(32) 2 
À. x HO: rt 
7 


Considérons le produit 


(33) 


nt 


Son carré n’est pas altéré par le changement de u en Ày, 
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si À est premier à 2. Soit, en eflet, +7, le plus petit reste 
de la division de Àu par » ; on aura 


2 2 
Diet", 
; Re 


, mm, m = m 
j | Lo À AP À ] 2 
lu. =1| le, — lu, 
1 1 1 


l’ordre près, la suite des valeurs 1, 2,.,.,m 
Cela posé, l'équation (32) donnera 


22 2 3 
(34) (] pe") RES se De -Ll “42 2001 
; 1 lu TE 


Mais Ÿ;5 
LS n 


d’où 


car 7, prend, à 


2 [LU 
est un DR 


Donc 


f? 1 est racine d’une équation modulaire (si } est pre- 
mier à A). 


Puisque nous supposons » impair et non divisible par 5, 
nous pourrons prendre successivement À — 2, 


en conclurons que f6, f'6, el par suite 


ED 
PT (psy: 


sont racines d'équations modulaires. 
Cela posé, considérons l’équalion 


MUR Fu + AU RER 


O?2u 026 
Posons 
# LG) 2 160) 
tee RE RENS DC IR 
[42 /T 


h étant infiniment peut. L'identitication des valeurs prinei- 
pales donnera 


ATION 
FLAG) UE LEE lu 
= — = — ) 
7 ss! 2H); boy 
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5) 0 IT See 


En comparant celte expression à la formule (29), on voit 
qu'on aura 


nu 24 / A7 LATIN NUE 
(50) 1 —=ar(z) ras) 


3. désignant une racine 24%"° de l’unité. 

Nous supposerons qu'on ait choisi pour 26, une période 
principale, et pour préciser davantage, la du de module 
minimum. On aura dans ce cas 4 — 1; car, dans le cas par- 
uculier où w, est réel et w) ARE imaginaire, ©7, 2 AT 


; LT A SN 
sont réels el positifs; quant aux facteurs du produit /, 


ils sont réels et ont le signe de w,. 
928. Supposons, pour plus de simplicité, 2 premier et 


> 3, et cherchons à former l’équalion modulaire à laquelle 
satisfait f?. Une première racine est donnée par la formule 


s , . 53 ü)y 
Les autres s’en déduiront en remplaçant — par d’autres 


n%s de période propres choisis à volonté dans les » autres 
groupes. Comme z est premier à 24, on pourra prendre les 
suivants (13) 


ASkKG +20) 


A LÉSERONE NS AIT TIE 


On devra, en conséquence, substituer à 20, la nouvelle pé- 
riode 
2 6) = 4S ko, + 620) (24 k + T), 


elàä 2, une nouvelle période 26; formant avec celle-ci un 
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couple primitif. On pourra prendre, par exemple, 


2O, = — 26)4. 


Par là + se trouvera changé en 


SL 


—264 
h8kG Fous Lolk+Ez 


Les autres racines auront donc pour expression 


21 En 
nt? 24kK+T 


DIR 7 , 
hi n rs | : 1 

j En) 
Mais on a (494) 


et, par suite, 


mi | 
reel ? Vahk+rTo(24k +), 
né — a 24RHT, 24K+T 
— 10 # ——— GG | —— 

FE Va4kK+T D n à 
d’où 
es T n—1 p(24k+T) 
; CG), à AS) 
2 
( n 


Or on a 


as æ 
Sie l l (1 — g°), 
nt 


qur=gelf Ga, 


d’où 


el, en posant pour abréger € 


20. 1 co 
2h k + T “T] _. 
(gp) (A) = re é 2454 q nr 


7 
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Les racines auront donc en fonction de w, et de g les 
expressions suivantes : 


f I T 1 —1 Le] (1 er Ed Fi 
|/ =i(z) i L (re q2"t) EN 
©O 


5929. Il est-maintenant aisé de former l'équation modu- 
laire 


(38) DEF?) TARA NP RER SEA ER 


dont f?, f? sont les racines. Nous savons que ses coefficients 
sont ralionnels en 22, #3. Mais ils sont entiers ; car, en sup- 
posant qu’on ait choisi pour 26, la période de module mini- 
mum (un changement de périodes fondamentales ne ferait 
que permuter les racines), g a un module au plus égal 


—1r vs 


“) 


e * et les racines seront toujours finies. Les coefficients 
À,,..., À, resteront donc finis, quels que soient g» et g; 
ce seront donc des polynomes entiers. 

En outre, si nous supposons À infiniment pelit du pre- 


mier ordre, la relation 


a=(=) g” IL (ÉEgEUS 


: : à I ee à 
montre que g sera infiniment pelit d'ordre -; f? sera fini et 
> 


n?—1 


les autres racines f? seront infiniment petites d’ordre 


Le coefficient À, est une somme de produits de 7 racines ; 
dans chacun d’eux 7° —1 racines au SUR sont infiniment 


petites d'ordre Donc A, est d’ ordre ? — (r—1) au 


moins. Îl contiendra donc A en re a élant l’entier 
égal ou immédiatement supérieur à ce nombre. On aura, 
par suite, 
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B, étant un polynome entier en 2%, 3, satisfaisant à la con- 
dition d’homogénéité. Or, les racines f?, f? ont, par rap- 
port à w,, &9, le poids 1—n ; À, g:, g3 ont respectivement 
les poids — 12, — 4, — 6. Le polynome B, aura donc pour 
poids 
r(1t— n)+124a. 

Si ce nombre est positif, la formation du polynome B, sera 
impossible, puisque g», g, ont des poids négatifs ; A, sera 
donc identiquement nul. Dans le cas contraire, l’homogé- 
néité permettra d'écrire la partie littérale de B,. Il ne restera 
ainsi à déterminer qu'un nombre restreint de coefficients 
numériques. Pour les obtenir, on substituera dans l’équa- 
uon les développements de 92, #3, A et des racines f?, f$ et 
l’on égalera à zéro les coefficients des puissances successives 


de g. 


530. Les quantités 


Vrf Je 


sont proportionnelles aux produits 


24 K+T 
QNT, [| ——— |. 
n 


Il existe entre ces expressions des relations linéaires re- 
marquables, que nous allons établir. 


On a (442) 


Ile — q4) =Ù(— 1) qéi+b, 


1 — 
d’où 
(61 +1)2 
De pres re Lu 
NT 
ETES D 


PE ” (6b+1)? 
D HT =Ÿ(—nmerrng En, 
LE 
— 00 
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Posons, dans cette dernière équation, À —0,1,...,7n—1 
el ajoutons les résultats. La somme 


Deer 


sera égale à n ou à zéro, suivant que 6u +1 sera ou non 
divisible par n. D'ailleurs 7 étant, par hypothèse, premier 
impair et différent de 3, sera de la forme Ga +1 où 6a—1. 
Dans le premier cas, pour que 6u +1 soit divisible par x, 
il faut poser u = a + nu, d’où 


Gp+i—=n(6u'+1) 
, par suite, 


Er n n 6H+1) | 
(39) De ——— TRE : =Ÿ- 1) png. 1:12, = (=) 
0 
Sin —=6a—1,il faudra poser 
m=—a— np, d’où Gu+i1—=—n(ô6u'+1), 


et l’on arrivera à la même conclusion. 


Soit enfin s l’un quelconque des non résidus qua- 


dratiques de 7; on aura 


nm —1 n—1 


2hKk+7T (6 +1)? 
(4o) Dep = (—nveft (6U+1)? mu  12n0 — 9 
0 0 


? 


car, quel que soit u, l'exposant 
(Gu +1) —5s 
ne sera jamais multiple de n. 


; ‘ 24kK +7 + 
931. Les cubes des fonctions on, ban sont liés 
I 


par des relations analogues. Elles se déduisent du dévelop- 
pement 


20 


ge (0) = (rage 1) gt 0), 


2T 
0 
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d'où 


RSA 2 ; 
0 


nes 


2hk+r … HER 
(rc ma = (— (au +) ske g" 2 ; 
D 
0 
24 K+T 


. Les termes où 2 ] 
NS 


Formons la somme D 3 


n’est pas divisible par À se détruisent. Les autres s’obtien- 


nent en posant 


Il — I l 
Re 


d’où 


aU+i=An2(2u'+1), Ce 


Leur somme sera donc 


9 


RAA . È ei ni 
D (—1) ROT(2U + L)nQ : CD TT AOL 
Donc 
24K+T Le 
(41) D é a 1207 
/è 


On trouvera de même, s désignant un non-résidu quadra- 


tique de n, 


LE} 2 
NME EX 
> 3 D) 


car, quel que soit p, l'exposant 
SA [Cap + 1) — 5] 


ne sera jamais divisible par ». 


532. On sait que les fonctions symétriques des quantités 


2 vu); 2, 771 L)] 


doivent s'exprimer rationnellement en 
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f°, go, ga. Pour réaliser ce calcul, on peut recourir aux con- 
sidérations suivantes : 

Les deux fonctions o(u,w;, w2) et 0(e,+), liées par la 
relation 


1 
C(u,w,, )—=Vr AM o, 2er (pt) 


sausfont respectivement aux équations aux dérivées par- 


uelles 

I 
(43) Docs AU, 
. FR MR 
l AMI 
(44) de? Sétr! 


lesquelles sont les conséquences l’une de l’autre (479). Or 
la fonction 4 (9 Va, nT) satisfait évidemment encore à l’équa- 
uon (44). L'équation (43) admettra donc la solution 


1 


12 
FG2 02) — Von ec O(vVn, nr). 


Mais on a 


1 Lee 
/ \ — — > DEC: LIEGE 

Le 0e, ah — — 5/0 à 

of ( — |—= 37 D ADO STE Vr A (ue e?% 
A F- #3 d 


On a d’ailleurs n1= 11 + — (524). 


u? 
HO(vVn, nr). 


La solution précédente er donc se mettre sous Îla 
forme 


Cette expression satisfait à Péquation 
: k I 

DF=F'+ — s,u°F. 
12 


Si donc nous changeons w en uw x, la fonction 


au? 


LE qi 
4 ES PE A 8 MP 2 
x = E(uyn,w,, w:)—=Vr (2 CR 
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satisfera à l'équation transformée 


I I 
Dx— -x"+ — s,nu?x. 
n 12 


Cette équation est semblable à celle à laquelle satisfait 
sau, sauf le remplacement de n? par n. 

Nous avons déduit de cette dernière (480 et 481) une 
équation aux dérivées partielles pour l'expression 


snu 
Ve | 
T /2 ge u 


considérée comme fonction de pu, g:, 23. Par le même 


calcul (sauf le changement de n?en 7), nous trouverons 


x ISSU AN x 
ue —%z satisfait à auon 

q e usfait à l’équatio 

: G'2 TE 

(45) 0z RES Ôz 
nl 40e = 45 

! TA d OP 


ne A(R == 1)pz, 
P 


semblable à l'équation (15) du n° 481, sauf le changement 
de n°? en n. 

Comme A est indépendant de w, et satisfait à la rela- 
tion DA — 0, la quantité 


J —"— Re 2 Qu 


salisfera à cette même équation. 
Or on a [formules (36 et 18)] 
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l m D 22on Ai ae ve À m1 A 
: TN 
sera un polynome en pu. 
On connaît déjà le premier coefficient 


I 

A 75° 
L'équation ci-dessus fournit une formule récurrente pour 
déterminer les autres. Substituons, en effet, ce polynome 


dans l’équation et identifions les termes en pt. On aura 


, DAT D AS 
(6) n(negg +36) 
—=[4(p—1)(u— 2)+(6—4n)(u—1)+n(r—=nlA’ 


DEL 
“Fons 


nr Est rOb ET) A LS. 


Supposons qu'on ait déterminé les expressions des coef- 
ficients jusqu’à A,,, inclusivement en fonction rationnelle 
de 92, gs, f. Soit Ay = (2, 93, f). On aura 


ss AR UTC of JAy 00, #0PS0 
OÉHEUr Of 0Z Sa 093 Of 083 


. 0 i 0 i 4 . ñ . , . 
D'alleurs ; a s’obtuendront en dérivant lPéquation 
2 3 


modulare. 
La formule (46) donnera donc AÀ,,: au moyen des coef- 
ficients précédents. 


Connaissant ainsi les coefficients de l'équation qui a pour 


É 20 20] 
racines P 1 CALE , P 


[I 


» on obtiendra par des formules 


connues l'expression d’une fonction symétrique quelconque. 


933. MuLTIPLICATION COMPLEXE. — On a vu, que si mest 
entier, pmu s'exprime rationnellement en pu. Cherchons 
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avec Abel sous quelles conditions cette propriété peut sub- 
sister pour d’autres valeurs de m. 

Puisque pmu est, par hypothèse rationnel en pu, il 
admet les périodes 2w, 2w,; mais ses périodes fonda- 


201 2UW) 


mentales sont évidemment ; É : on aura donc 
7 
246) + 20 63 2C6) + 2 du 
DO = —— ) 29 = ———— 
m m 
ou 
MG) = A6) + bo, M O2 —= C1 + dos, 


a, bd, c, d'étant des entiers. 

Ces équations sont satisfaites, quels que soient w,, w», si 
HO posent dc —'o mais alors nocstentiens. 
c’est le cas de la multiplication ordinaire. 

Si m n’est pas entier, son élimination donnera entre les 
périodes la relation 


Wa CO + du 
o, ami + 0 
ou 
boÿ+(a—d)w;,w;— cwi—=0o 
ou enfin 
(47) br+(a—d)r—c—o. 


Cette équation doit avoir ses racines imaginaires, et 7 
représentera celle dont la partie imaginaire est positive. 
Quant au multiplicateur 


M —4+ 0T, 


ce sera aussi une quantité complexe. 

Si les relations précédentes sont satisfaites, pru étant une 
fonction paire qui admet les périodes 26, et2w,, sera bien 
rationnel en pu; nous dirons, en conséquence, que pu admet 
une multiplication complexe. Nous venons de voir que cela 
ne peut avoir lieu que si + est racine d’une équation du 
second degré, à coefficients entiers et à racines imagi- 


naires. 
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- b34. Supposons réciproquement que + satisfasse à une 
équation de ce genre. Comme on peut multiplier ou diviser 
tous les coefficients par un même entier positif ou négatif, 
celle équation pourra se mettre sous la forme 


(48) Ar+oBr+C—=o, 


À, C étant posiufs, et À, B, C premiers entre eux. Le diseri- 


minant 
DAC 
sera positif. 


Nous distinguerons deux sortes d'équations (48) suivant 
que À, 2B, C ont pour plus grand commun diviseur 1 ou 2. 
Dans ce second cas, A, C seront pairs, B impair, et D de la 
forme 4n—1. 

Pour déterminer les multiplications complexes dont pu 
est susceptible, il nous faut identifier l'équation (48) avec 
(47), ce qui donnera 


D A, a —d—2Bx, c—=—Cx. 
Nous joindrons à ces relations la suivante 


(4 Allonnes 1 2Y; 
et nous en tirerons 


a=y+Bx, VS c—=—Cx, d—=y—Bzx; 


et le déterminant ad — bc, que nous désignerons par n, sera 
donné par la formule 


n—= y°+Dzr?. 
Enfin 


—B+iVD 
A 2 
m=a+bT—=y+ ix\/D. 


== 


Si l'équation (48) est de la première sorte, il faudra, pour 
que a, b, c, d soient entiers, que +, y le soient. Si elle est 
de la seconde sorte, À, 2B, C admettant 2 comme diviseur 
commun, æ, y pourront contenir 2 en dénominateur : posant 


Qt 
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(4 ! 


sd 24 
donc to — > J => On aura 


br A x! 
= ——— b == 2 
D) n 
Cz! Re 
CSS rh Bas CALE Babes pl 
) D] 
y'+ ix'VD 


hn= y + Dz? Mi ; 
et a, b, c, dseront entiers, si x', y’ sont entiers et de même 
parité. 

La fonction pu considérée admet donc une infinité de 
multiphicateurs complexes m, qu’on obtiendra en faisant 
varier dans ces formules les entiers x, y (ou x’, y’). Nous 
pouvons toutefois nous borner à donner à ces deux indéter- 
minées des valeurs premières entre elles ; car, si J’on chan- 
geait x, y en rx, ry, m serait changé en rm, et la relation 
entre pu et prmu se déduirait de la combinaison de celle qui 
lie pu, pnu avec celle que donne la multiplication ordinaire 
et qui lie pnuavec prmu. 

Supposons donc +, y (ou x’, y') premiers entre eux; &, 0, c, 
auront évidemment l'unité pour plus orand commun divi- 


D 
seur. 


339. On voit, par cette analyse, que toute équation 


Arr Dre 0-0 
ou 


(49) A w2+ 2Buiu: + Got —=o, où PES, 

caractérise une fonction pu admettant des multiplicateurs 
complexes. Mais cette même fonction pu correspond à une 
infinité d'équations de ce genre. En effet, pu ne change pas 


si l’on remplace w,, w2: par un autre système de demi- 
périodes fondamentales w”,, w,. Soient 


@4—= 40, + Po, G)3 — Jo + du, (ad —$y) —1 


les équations qui lent ces deux systèmes de périodes. 
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L’équation (49) sera transformée en 


pm” 


(50) A'o + 2B'w,uw, + C'w°?—o, 


A'= Aa +2Bay+Cy, 
(51) B'— A af + B(ad + By) + Cry, 
C'= AB? + 2BB0 + Co’. 


Nous considérerons comme équivalentes et nous rangerons 
dans la même classe toutes les équations qui peuvent ainsi 
se déduire de l’une d'elles, et qui répondent à une même fonc— 
tion pu. 

Toutes ces équations ont le même discriminant, car on a 


D'— A'C'— B'?— (AC — B?) (xd — 6y) =D. 


En outre, elles sont de la même sorte; car les formules (9) 
montrent que le plus grand commun diviseur de À, B, C di- 
vise celui de A’, B’, C’, et que celui de À, 2B, C divise celui 
de A',2B', C’; et la réciproque est vraie, car on peutrevenir 
de l'équation (50) à l'équation (49) par la substitution in- 


verse 
! 


6 — 06), — Bo, GW, —— y + Age ‘ 
On sait, par la théorie des formes quadratiques, que les 
équations d’un même discriminant D et de même sorte ne 
forment qu’un nombre fini de classes. Nous allons retrouver 
ce résultat en cherchant l’expression des fonctions pu à 
multiplication complexe, qui correspondent à ce diserimi- 
nant D. 


536. Toutes ces fonctions admettent les mêmes multipli- 
cateurs, donnés (534) par les formules 
y'+ ix'VD 
2 


y +ixVD ou 


Soit rm un de ces multiplicateurs, choisi à volonté (il con- 
viendra dans le calcul effectif de choisir le plus simple, cor- 
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DOCTEUR Vie 0 OUT — V1) Onaura 


Mi AG + DO, MO = CG) + dos, 


a, b, c, d'étant des entiers encore inconnus, car nous ne 
supposons pas donnés les coefficients À, B, C, mais seule- 
ment le discriminant D. 
Posons 
G)j 


= MD — — Q,; 
m mm 


les équations précédentes deviennent 
6, — aQ,+0b£,, Wa — CO, + d@,. 


Remplacons w,, w:, d’une part, et Q,, Q, d’ 


autre 4e par 
d’autres demi-périodes équivalentes w', w, et Q,, Q,. Nous 
pourrons par un choix convenable de ces rule pé- 
riodes, (519) réduire la relation entre les périodes à la forme 


plus simple 


CCS 


l LA 
= NV AR sed 


Cela posé, pnu admet AA périodes primitives 2Q,, 20, 
ou leurs équivalentes 2Q°, 2Q,. Elle admet donc les périodes 


20, 20, qui sont des périodes primitives pour pu Ses pôles 


204 2(n —1)w4 
sont, à ces périodes près, les points 0, —,:.., =. 
Iè I 


La décomposition en éléments simples donnera donc 


n—1 2 UO/ 2 LG 
(52) pru=pu+ D Lo (a+ 2) — 5 De L 


7 


Identifions les développements des deux membres, suivant 


les puissances de uw, en remarquant que pu, ayant pour 
UE d 2 0)! PAOP] 
périodes — ;, 
nm 


invariants n°29, M9; 11 viendra 


, aura, en vertu de l’homogénéité, les 


| 
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Prenons une de ces deux équations. Nous savons que la 
somme du second membre est liée à 22, £3 par une équation 
algébrique. Substituant dans celle-ci la valeur obtenue ci- 
dessus pour cette somme, nous obtiendrons une équation 
algébrique entre 2, et #3. Cette équation, en vertu de l'ho- 
mogénéité, déterminera J. | 

Il n'existe donc qu’un nombre limité d’invariants absolus J 
correspondant aux multiplications complexes de discrimi- 
nant D et d’une sorte donnée. Ils sont racines d’une équation 
algébrique, à coefficients entiers, dont le degré sera le 
nombre des classes d'équations quadratiques du discriminant 
et de la sorte donnés. 

La connaissance de ces invariants déterminera, à un fac- 
teur d'homogénéité près, les fonctions pu correspondantes. 


537. Les deux cas les plus simples de la multiplication 
complexe sont ceux l'équation en 7 se réduit à 


Te 0 CD) 
ou à 


2T+92T+2—0 (D = 3, deuxième sorte). 


Nous avons déjà signalé l’intérêt de ces cas particuliers ; 
on a dans le premier J — o, et dans le second J — 1. 


938. Soient pu, pu deux fonctions elliptiques dont les pé- 
riodes soient liées par les relations | 


6) = AG + bo, O2 == CO + dos (ad— bc—=n). 


Leurs invariants J et J sont liés par une équalion modu- 
laire 
F9, J) — 0; 
et les diverses valeurs de J fournies par celte équalion cor- 
respondent aux diverses manières de déterminer &, b, c, d, 
sous la condition ad — bc — n. 
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Pour que J soit égal à J, il faut et il suffit qu'on ait 


(QE) Go 
6] G); 
9 \ 
d’où 
= O1 — (QE) 
Gy—= —) Da — —) 
m m 


m désignant une constante. On aura donc 


Moi = AU), + bo, Ne —= CO + du, 


et la fonction pu devra être l’une de celles qui admettent une 
multiplication complexe. De plus, D: désignant le discri- 
minant correspondant, on aura ; 


n— x +Dy° ou hote Dye: 


L’éq uation 


AMIE 


se décomposera donc en facteurs rationnels, donnant respec- 
vement les invariants J qui correspondent : 


1° Aux multiplications complexes de la première sorte, 
pour les discriminants D qui satisfont à la relation 


n—x-+ D:y?, 


æ, y élant des entiers premiers entre eux; 
2° Aux multiplications complexes de la seconde sorte, 
pour les discriminants D qui satisfont à la relation 


hn=@æ?+<D7yr: 


z', y! étant impairs et premiers entre eux. 


X. — Applications. 


539. Considérons la différentielle abélienne 


RG) 47, 
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R désignant une fonction rationnelle et y étant lié à x par 
une équation algébrique 
J(æ; y =—"0; 
S1 l’on effectue une transformation birationnelle 
CE Pos it L'ART 
l’équation f — o sera changée en une équation analogue 


TD AD RL AO 01 


R (x, y) deviendra une fonction rationnelle de x’, y’; enfin 
dæ s’exprimera au moyen de x', y’, dx! au moyen des rela- 
tions | 


00 Le of; of: 
ont Ta = + T1 Jp. 
ox! ho dy" EUR ÿ ox! LT 0Y' ‘4 


À plus 


La différentielle proposée est donc transformée en une 
autre, R,(x', y') dx', où la relation entre les variables sera 


Jitz, La) — 0. 


Si f(x, y) —=0 représente une courbe de genre 1, la trans- 
formalion pourra être choisie (t. I, n° 607) de telle sorte que 
la courbe transformée soit du troisième ordre. 

On peut encore simplifier cette dernière équation par une 
suite de transformations homographiques. Par une première 
transformation, qui rejette à l’infini un des points d’in- 
flexion, on la réduira à la forme 


(ax + by) + P,=0o; 


P, étant du second degré. Un autre changement d’axe la 
réduira à 
HT re 20. 


Le polynome P, contient un lerme en y?, car autrement 
la courbe serait unicursale. En changeant y en y + Àx + u, 
on fera disparaître les termes du premier degré en y; 
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l'équation prendra la forme 
= Az +Bz+ Czx + D. 


Enfin, changeant + en 4x + 5, on pourra réduire A à 4, B 
à o; appelant — 2, et — g, les deux autres coefficients, nous 
aurons l’équation définiuve 


Soit pu la fonction elliptique construite avec les inva- 
riants 2», 933; Celte équation équivaudra aux deux suivantes 


ru D 


Donc, les coordonnées de toute courbe de genre 1 peuvent 
s'exprimer par des fonctions elliptiques d’un méme para- 
mètre. 


9). Prenons ce paramètre & pour variable indépendante, 
la différentielle R (x, y) dx se changera en 


R(pu,p'u)p'u du. 


Pour intégrer celte expression, il faudrait : 1° déter- 
miner les valeurs de pu qui rendent infinie la fonction à 
intégrer; 2° calculer les valeurs correspondantes de uw; 
3° développer la fonction aux environs de chacun de ces 
pôles afin de la décomposer en éléments simples, dont 
chacun sera intégrable (392). 

Cette dernière opération ne demande que des divisions; 
mais la première exige la résolution d’une équation algé- 
brique, et la seconde celle d'équations transcendantes de la 


forme 
Pile 


Il convient d'éviter ces résolutions, s’ilest possible ou tout 
au moins de les retarder, en réduisant la différentielle algé- 
brique avant d'exécuter le changement de variables. 
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541. Cette différentielle peut être mise sous la forme 


R, 
R BR d.: Me 8 — Ty — 9° , 
( SE | VA ( 4x 52T Z3) 


R, R, étant rationnelles en x. 
Or on peut, par des opérations purement rauonnelles, 


mettre l'intégrale À R dx sous la forme 


fRaz= o(x + fra 


o(æ) étant rationnel en x, P un polynome sans racine 
multiple, et M un polynome de degré inférieur à celui de P. 


Re 
VX. 


peut d’une manière analogue (28-31) se mettre sous la forme 


f R, dx = M, dx 
ES LIVE = 
VX pi ( )V ï P, D 4 


0, (æ) étant rationnel, P, un polynome en x sans racine 


L'intégrale 


multiple, et n'ayant aucune racine commune avec X; 
M, un autre polynome dont le AE ne peut surpasser celui 
de P, de plus d’une unité. 

SiM et M, sont nuls, l'intégration est terminée, Dans le 


cas contraire, 1l faudra résoudre les équations P = 0, P, = 0 
r M M: L e e ù . 

pour décomposer F’p fractions simples. On aura ainsi 

j 1 

à intégrer une expression de la forme 


dx B dx 
Cr +D+Y L— à VX HD 


Posons maintenant 


DE ul Verne 
Les termes tout intégrés 


p(r)+pi(x)VX 
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deviendront la fonction elliptique 


p(pu)+o,(pu)p'u. 


On aura en second lieu 
Green 


Er 


de = [ (Cru + D) du =— Cou + Du, 
AREU DRE UNE E LUS. 
ra Me A EE ANS TEE 


en désignant par # une racine de l’équation transcendante 


P CET 

Si v est une demi-période telle que w,, on aura a — e,, et 
Adu _A[p(u + wx)—ea]du 
Pu—es  (eg—es)(e; —es) : 

expression dont l'intégrale est 
— ATE(u + os) + eau] 

(e8— ec) (ey — x) 
Si # n’est pas une ut on aura (397) 
À 


pu— pe — F'obve 


+ const. 


ra TE + p)—£(u—r)—2ûv], 
et en intégrant 


+ const, 


On aura de même en désignant par æ une racine de l’équa- 


tion 
Dire D 


(ÉSSE NES see nt SE 
RE = f BLEGE +1) + E(u—w)—2€w] 


= B[logs(u +w) + logo(u—w)— auË6w]+ const. 


Réunissant ces résultats, et appliquant aux termes où 
figure la fonction € la formule d’addition 


st (fre 
ECu+v) Eu + to + EEE 


on voit que l'intégrale cherchée sera de la forme 
(1) ZAzlogo(u— a;)+BËu+Cu+du, 
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les À, a, B, C étant des constantes, et Lu une fonction ellip- 
tique. 

942. Cherchons à quelles conditions cette intégrale sera 
une fonction algébrique de x. 

Il est nécessaire qu’elle n'ait qu'un nombre limité de 
valeurs pour chaque valeur de æ = pu, et a fortiori pour 
chaque valeur de uw. Or, pour une même valeur de w, 
chacun des logarithmes logs (u —a,)a une infinité de valeurs. 
Il faut donc que tous les coefficients À; soient nuls. 

Cette première condition remplie, l'intégrale sera uni- 
forme en w. Mais il faut de plus que, pour tous les systèmes 
de valeurs de la forme uw + 2m, w, +2m:0, qui n’altèrent 
pas pu, le nombre de ces valeurs soit limité. 

Or, le changement de w en u+2miw,+2mews aug- 
mente la valeur de l'intégrale de 

(2Bn+2Cw,)m, + (2Bn: +2Co2)ms, 


expression qui prendrait une infinité de valeurs, si l’on 
n'avait pas 
2B1n,+2Cw;,=o, 2Bn.+2060—0: 


’ eo L 4 TL 
Comme le déterminant n:652— n2 0, est égal à—» on en 


conclut ces nouvelles conditions 
B=SO, CES 


Réciproquement, si les conditions trouvées ci-dessus sont 
remplies, l’intégrale sera doublement périodique; elle s’ex- 
primera donc rationnellement au moyen de pu =x et de 
plu = 7, etsera algébrique en x. 


943. Cherchons encore à quelles conditions les termes non 
elliptiques 
no) ZAylogo(u— az) + B£u+CGu 


peuvent représenter le logarithme d’une fonction algébrique 
de x. 

Il sera nécessaire que cette expression n’admette, aux mul- 
tiples près de 2x, qu'un nombre limité de valeurs pour 
chaque valeur de x, et a fortiori pour chaque valeur de w. 
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Or, pour une même valeur de w, Axlogs (uw — ax) à une 
infinité de valeurs, différant de multiples de Ax2ré. Il faut 
donc tout d’abord que les coefficients A}; soient ralionnels. 

Supposons qu'il en soit ainsi. Soit u le plus petit multiple 


L by rs 4 A I 
de leurs dénominateurs. L'expression (2)sera égale à 5 logF, 
F désignant la fonction uniforme 
et(Bôu+Cu) IT gAxt (u— ax), 


laquelle ne devra prendre qu’un nombre limité de valeurs 
quand on change uen u+2miw;+2m2ws. Or ce chan- 
gement la reproduit au signe près, multipliée par une expo- 
nentielle, dont l’exposant est 


uB(2min+2min) + mO(2m uw +2maw) 
+ (20 +2mMn)2ALU(U— Ar + Nu oi + Mao). 
Le coefficient de w doit être nul, d’où cette première condi- 
tion ï 
SAR O, 
ce qui réduit l’exposant ci-dessus à 
[2n(B—Z2A,;a;) +2 C]um: 
+ [2n:(B —ZA;a;) +2mC]uma. 
Pour que l’exponentielle ait un nombre limité de valeurs, 
il faut etil suffit que les multiplicateurs de um,, um, soient 
commensurables à 27. On aura donc les conditions sui- 
vantes : 
2n(B—Z2A;az;) +200—= ff, 2ri, 
2n:(B— ZAz;a;) + 2020— f2Té, 


13 f> étant ration els, ou en résolvant, et remarquant que 


TL 
NO TU PRE En 
(3) B— LA;ar—=— f,203+ f; 20, 
C sen" J2201 — fi 20. 


Réciproquement, supposons ces conditions satisfaites; 
soit y le plus petit multiple des dénominateurs de f,, f,; on 
aura 


I 
AREA log FY, 


D by 
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FY étant doublement périodique et pouvant, par conséquent, 


s'exprimer rationnellement en pu et plu. 


944. Les différentielles elliptipues 
R(x, VX) dx, 


où X est un polynome du quatrième degré 


X—=a,x'+ha,x* + 6a;x? + La;x + a, 


rentrent dans la classe considérée ci-dessus, car la courbe 
2 7 
FX 


est de genre 1. | 
La représentation simultanée de x et de Ve VX par des 


fonctions ellipuiqu es d’un même paramètre peut se réaliser 
comme 11 suil 


Nous pouvons écrire 
. —+ dy gt, 


X = ayx' ha pfs Hi 
z étant égal à 1 et n'étant introduit que pour l’homogénéité. 
Ce polynome homogène admet les deux invariants 
L—aa,—4a;az;+ 3 ai, 
LL, = Go, — 244343 — 45 — A4 — AŸ As. 


a . 
Posons x — t — z; X se changera en un polynome sans 
0 


second terme 
T=a,(tt+6at 2 + ho;tz + os), 


et les invariants restent inaltérés ; on aura donc 


Ha Roule. 
ai(aa,— «i— x?) —|1;, 
ce qu’on peut d’ailleurs vérifier par un calcul direct. Remet- 
tant l’unité à la place de 3, on aura 


T=a(tt+6Ga,t+ hat + a,) 
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el 


VY}—T — à: 
Nous allons montrer qu'on peut identifier cette dernière 
équation avec celle qui lie les deux fonctions elliptiques 


PDA — p'e 


2 pu —p# p=[Lpu— plu + v)]V@ 


Pres 


en déterminant convenablement la constante » et les inva- 
riants 22 et gs. 
En effet, on a identiquement 


(pu—pr)—[p(u+e)—pe] — Es 
Œo 


et la formule d’addition donne, d'autre part, 


(u+ 6) + pu + (re 
DUU p D NÉE RE = 9) 
J J J 4 | pu —p x) 

ou 


(pu—pr)+[p(u+e)— pr]= f2—3pe. 
On en conclut 


o? 


— =(f2—3pr)}—4(pu— pe)[p(u+r)— pre] 


do 


Cela posé, la fonction 
E—(pu—pr)[p(u+v)— pe] 


admet les mêmes pôles o et — » que la fonction f ; ces pôles 
sont simples dans toutes deux, et pour & infiniment petit on à 


: I 3 CRE 
— a En PTE BP ER PER AE 


se 
= ADS NC Ne 
2 1 
— —— pe + 
I TE J I 
ire Hs le. 
2 I u 
crosse D'NES 
u? J 


J. — IL. 39 
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Donc 


; I 
5 PA PE 


est nul, car cette fonction elliptique, ayant perdu l’un des 
deux pôles o et — #, est une constante; de plus, elle s’annule 
pour u — 0. 

On aura donc 


1 


(S) 


— =(f2—3pe)} +4 fp'e —2p"v 


sel 


ou, en remplaçant p’# par sa valeur en pp, 
GS ao(f*—6f?p (2 + 1fp:9 Her 3p°6). 


Pour identifier les coefficients de ce polynome avec ceux 
de T, il faudra poser 


ph =— %, Pit La— 8 PP — 
d’où 


9 


Ty y + IA — —) 
ee) 2 2 
0 


La hp 0— gap — po oo — ai — ai — —e 


Enfin, pe se déterminera par la relation 


Celle-ci a, aux périodes près, deux solutions, auxquelles 
correspondent des valeurs égales et opposées de p'e. Il faut 


choisir celle pour laquelle pv = + «3. 
Les constantes g2, gs, ? élant ainsi calculées, on satisfera 


identiquement à l'équation y? = X en posant 


GA 1 pu —p'# 
dj 2 pu —p# 


(4) | 
| VX Val pu — p(u + #)], 


le double signe pouvant être fixé arbitrairement. 
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Enfin, d’après une formule précédemment trouvée (397), 


; L Du — p'p 
(5) Du de TT (ut pb) du. 
2 pu —pr : 
On a obtenu ainsi tous les éléments nécessaires pour la trans- 
formation de la différentielle. 


545. La fonction 


Er élant du second ordre, à chaque 
valeur de x correspondent (aux périodes près) deux valeurs 
de u. Leur somme est égale à celle des pôles, qui est — v; 
les valeurs correspondantes de y sont égales et contraires, 
car le changement de w en —u—v change le signe de 
pu— p(u++v). À chaque point (x, y) de la courbe y? = X 
répond donc une seule valeur du paramètre w. 

La fonction y s’annule pour les valeurs de & qui satisfont 
à la relation 

uU+V —=—u + période 

ou 


( 
2 


Les valeurs correspondantes de x sont les racines de l’équa- 
uon X — 0. Il suffira, pour les avoir, de donner à chacun 
des entiers m,, m: les valeurs o et tr. 

Nous obtenons ainsi une résolution de léquation du 
quatrième degré par les fonctions elliptiques. 


DA. Équation différentielle d’Euler. — Appliquons 


les formules précédentes à la transformation de la diffé- 


rentielle 
dx 34 dx 
FX ane 
Elle se réduira à 
pa du 


} 


_V& 


le signe Æ restant à notre disposition. 
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Soient donc +, x, deux variables, liées par l’équation diffé- 
rentielle 
dx dx; 
(6) RES EE TS ? 
| Pere 
X, étant un polynome formé avec x, comme X l’est avec x. 
En posant 


! ! 
«a, | pu —pv 
D one HE UE 
do 2 NptCSS pe 
DNS 


nous pourrons réduire cette équation à la forme 


d’où 
U—=Uu+<C, 


c désignant une constante. On aura donc 
TWOu), æ—=V(u+c). 


Ces deux fonctions elliptiques, d’ordre 2 et aux mêmes 
périodes, sont liées par une équation algébrique du second 
degré par rapport à chacune d’elles. Soit 


NÉ NE NE 


celte équation. Elle sera évidemment symétrique par rapport 
à æetx,, et sera équivalente à l’équation différentielle, sur 
laquelle on retombera en éliminant c entre F—o et sa 
dérivée. 


947. Cette équation F peut être formée comme il suit : 

Soit £ une variable auxiliaire, liée à æ par une équation 
algébrique du second degré par rapport à chaque variable. 
En ordonnant successivement par rapport à chacune d'elles, 
on pourra l'écrire ainsi 


D — (7%; )AM:E 2Bt+C—Mzx+oNxr+ EP, 
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On en déduit 


1 00 1 00 
= Sdrtss dt=(Mz+N)dz+(At+B)dt 


ou, en substituant pour + et t leurs valeurs 


ù N + YN?— MP Fes B + /B?— AC 
SE M | se À 
ÆE VNi MP axe VB AG dI— 0, 
el enfin 
dx ne dt £ 
VBi— AC ÿN°= MP 


Soient +, la seconde racine de l'équation nt) Or 
soient À,, B,, C, ce que deviennent les polynomes À, B, C 
quand on y change x en +,; on aura de même 


AL ere dt 


VB CD UN MP 


on aura donc, en choisissant des déterminations convenables 


pour les deux radicaux VB? — AC, VB? AC 


d: dr] 


VD AC Be, C 


(7) 


D'autre part, en éliminant £ entre les deux équations 
At+oBt+C—=o, A,l+9B,t+CG,=o, 


on obtiendra entre æ et x, l'équation 


(8) (+) = (Be — AC) (BE AG). 


2 


Or À, B, C sont des polynomes en æ du second degré. Si 
nous les déterminons de telle sorte que B?— AC soit iden- 
tique à X, l'équation différentielle (7) se confondra avec la 
proposée (6), et l’équation (8) représentera la relation algé- 
brique entre æ et æ, [après suppression du facteur (x — x,)? 
que nous mettrons Lout à l'heure en évidence |. 
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On pourra prendre pour B un polynome arbitraire du 
second degré, pour À un des des diviseurs quadratiques de 
B?— X (lequel ne sera déterminé qu'à un facteur constant 


vu 
À 

porte en apparence quatre constantes arbitraires; mais 1l est 

aisé de voir que l’équation (8) ne dépendra, en réalité, que 


près); et pour C le quotient + Cette solution com- 


d'une seule combinaison de ces constantes. 
2 BB; — AC: — CA: 


symétrique en 
D) 


En effe e polynome 
E fflet, le poly 
+, +, sera de la forme 


Has LTÉE, 2 An (CL LI + CTI) 


+ Goo( 2? + Zi) + fois + 2%,0( € + Li) + Lo: 
Mais, de plus, pour x, = x,ilse réduit identiquement à 
B'—AC=—=X—=ax" + ha x? +...; 
d’où les relations 
aa gs. Key is 2297 AU — 0e, Gi 
Joignons-y celle-ci 
A0 — A2 — 2h; 


u étant une nouvelle inconnue. Tous les coefficients « 
pourront s’exprimer au moyen de cette seule indéterminée, 
et l’on aura 


2BB;— A C— AG _Yy CE a 
ER Na ou oo MO LR 
W désignant le polynome 


CO) NT or ES A (RE AE 0) 


+ a(2? + x?) + Ad ti+243(T +) + Qi. 


La relation entre x et x, sera donc 


(ro) [W—ou(xz— x} P—= XX, 
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ou 


Pi XX, —4u(r— 2 ŸŸ + 4pt(r— x} = o. 


948. Il reste à y mettre en évidence le facteur (x — x, )? 
Posons, à cet effet, 


M=a,x'+2a;x + @, 
Neo a at d: 


P ES A2 À? + 243 TL + As 


et soient M,,N,, P, les polynomes analogues en x,. Nous 
aurons 


RME ER Nr ED Me Ni ee PS 
X =M z'+0N x +<P, 
X-MirtroNt + P,;: 
d’où 
XX, — (Mz'+oNzx,+P)(M,z? +oN,;x + P;) 
—(Mz+oNx +P)(Mxi+oN,x,+ P;) 
— (x—x)[ 2(NM —N,M)xx, 
RP EP Mer) 
+2(PN,—P,N)]. 
Or les déterminants NM, — N,M.PM,—P,M,PN,—P,N 
sont évidemment encore divisibles par x — x,; les quotients 
peuvent se calculer sans difficulté, et la relation entre x, x;, 


débarrassée du facteur étranger (x — x,)?, prendra la forme 
définitive 


Pb} te H—4uŸ+4p(x— x, ) —o, 
IT désignant le polynome 


(12) H=4(aa;—a!)x? xt + 4(aoa3— a @:)(x + x )xæ, 
+ (ta,—ai)(rz +) + 8(aa;s—ai)xr; 


+ 4(A14,— Gas) (T + di) + A(aa, — ai). 


549. L’équation (10), résolue par rapport à la constante u, 
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donnera cette relation sous la forme irrationnelle 


WE VX VX: 
(13) 4 


2 (m2 6h) EN 


I reste à fixer le double signe. Nous allons établir que le 
signe + doit être rejeté. 

Supposons, en effet, que x, æ,, partant d’une même 
valeur initiale &, varient de manière à conserver une valeur 
constante à la fonction 


REV SV EC Il 


I 
F TT CRT TE e des le 
2 (Re Ne M RU 


les radicaux ÿX, VX, ayant d’ailleurs la même détermination 
initiale. 
On aura 


Cette équation sera applicable à l’origine, car en ce point F 
et ses dérivées partielles sont finies. D'ailleurs F est symé- 


: VUE 9F 
trique en zeltx,;; on aura donc en ce point — =" "#êet, 
0x OT; 
par suite, dx — — dx,. L’équation différentielle 
dx dx; 


VX vx 


donnerait, au contraire, dx = dx. 
L’équation différentielle 


ir dx; 


VX VX; 


entraîne donc la suivante 


W—VXVX; 


——— —= const. 
2(T—x,} 


où les radicaux WX,/X, ont la même détermination que 
dans l’équation différentielle. 
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Lu 


900. Polygones de Poncelet. — Soit C une conique; les 
coordonnées de ses points pourront s'exprimer ration- 
nellement au moyen d’un paramètre x. Soit C’ une seconde 
conique, donnée en coordonnées tangentielles. Les coor- 
données de ses tangentes pourronts’exprimer rationnellement 
par un aûtre paramètre é. 

La condition pour qu’un point æ se trouve sur une tan- 
gente £ sera exprimée par une équation algébrique 


MÉOMAEER 


du second degré par rapport à chacune des variables, car 
chaque tangente { coupe C en deux points et réciproquement, 
de chaque point æ, on peut mener deux tangentes à C7. 
Soit 
F(r,t)=At+o2Bt+C—o, 


et posons B?— AC = X; soient 3,. x, les deux racines de 
celte équation ; on aura, comme nous l'avons vu, 


dŒ, GA 
Ste 


(14) ne 
VXo VX: 


Posons, comme au n° 544, 


4 

TDeTi= (d 
Let RAS A AR RE A 
do 2 Te 


On pourra se servir, pour caractériser les points de la 
courbe G, du nouvel argument &. À chaque point corres- 
pondent, aux périodes près, deux valeurs & et — u — v de 
cet argument. À ces deux arguments correspondent deux 


dx , e S ’ 3 
valeurs de égales et contraires et qui représentent les deux 
au 
déterminations du radical + 
0 
Soient w, l’un des arguments correspondants au point æo, 


u, lun de ceux qui correspondent à x,; on pourra choisir 
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ce dernier de telle sorte que l'équation (14) se réduise à 
du, = + du;, d’où Hi HS 0 
0 1 (l 0 


c désignant une constante. 

Cela posé, par un point #, de la conique GC menons une 
tangente £{, à C; elle coupera C en un second point x,. De 
ce point menons la seconde tangente £, à C’; elle coupera C 
en un nouveau point æ»:, duquel nous mènerons une 
nouvelle tangente {, et ainsi de suite. Cherchons à quelles 
conditions ce polygone de tangentes se fermera au bout de n 
opéralions. 

IL faut pour cela que le point x, se confonde avec r4. Or 
les points æ5, &1, .…,, æ, admettent respectivement pour l’un 
de leurs arguments elliptiques &95, Uo+ C,..., uy + nc. Ce 
dernier doit se confondre avec l’un des deux arguments 
elliptiques w, où — u,— + du point x,. Nous devrons donc 
avoir 

Uy+ ACT u, + période 
OU 


Ugo + AC —— uy— P + période. 


La première relation sera satisfaite si c est un n°" de pé- 
riode. Il est remarquable que cette condition ne dépende pas 
du choix du point xs. 

La seconde relation est satisfaite pour les quatre systèmes 
de valeurs 


7710 


Uo = : + M6 + Mo 09 (my= 0,1; M3 0/10 


Mais il est aisé de voir que, si elle est remplie, les tangentes 
ne forment pas un véritable polygone, mais une ligne poly- 
gonale décrite d’abord dans un sens, puis dans l’autre. 

En effet, l’égalité 


Uo+ AC —— y —P + période, 


de laquelle résulte la coïncidence des points xo, æ» peut 
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s’écrire ainsi 
HU) (UE ke) vi période 


el montre que æx coïncide avec æy_#. La tangente {; qui 
joint les points xx, æx4, Coïncidera de même avec {_x_, qui 
UE LME Te 

Deux cas seront à distinguer suivant que 7» est pair ou 
impair. 

Soit n — 2m. Les tangentes {»_, et {» coïncideront. Or 
ce sont les deux tangentes menées à (/ parle point x»; ce 
point sera donc sur C’, et sera l’un des quatre points d’inter- 
section de C’ et de C. 

Soit n — 2m +1;les points TZ», Tm41 Coïncident. Or ce 
sont Les points d’intersection de £,, avec C. Donc #,est l’une 
des quatre tangentes communes à C et à C. 

/ 

901. Cubiques planes. — Nous avons vu que ces courbes 
sont les transformées homographiques de la courbe parti- 
culière 

ie Ds Hour 


sur laquelle il sera commode de faire l'étude de leurs pro- 
priétés projeclives. 

À chaque point de cette courbe correspond (aux périodes 
près) une seule valeur de w qui le caractérise. 

Une courbe de degré n, 


LA 1) 0. 
coupe la proposée aux points dont les arguments sont Îles 
zéros de la fonction elliptique 
PPT Rae" 
Celle-ci n’a qu'un pôle, u = 0, d'ordre 5n;: elle a donc 
3 n zéros, dont la somme est une période. Cette remarque est 


féconde en conséquences. 
Ainsi, pour que trois points #4, Us, U3 Soient en ligne 
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droite, 1l faut que l’on ait 
Uj+ U+ U3= 0. 


Cette condition est d’ailleurs suffisante, car la droite qui 
Joint les points w,, u, coupe la cubique en un troisième point, 
qui ne pourra être que u3. De même, pour que six points ,, 
U2, ..., Ué SOtent sur une conique, il faut et il suffit qu'on ait 


ic Us rl ©, 


Le point de contact U d’une tangente menée à la courbe 
par un de ses points u sera fourni par l'équation 
u + 2Ù = 0, 
d’ 2 
ou 


u : 
ÜU=— = +mut+ M3 O9 (Ma OS, Pie O0 


Il y a donc quatre tangentes. 
y : 

Soient Uy, Uo, Ua et u,, u,, uw, les points de rencontre de 

(M) 2 3 1° 29 3 

la courbe avec deux droites arbitraires; joignons uw, u;, 
uou,, uau.. Ces droites rencontreront la cubique en trois 
nouveaux points &}, &°, U, qui seront en ligne droite. En 
effet, des équations 


WU + U + U3= 0, U,+uU, +uU,=0, 
U+U,+uU,=0, Ua+U,+U,=0, U3+U,+Uz;=O, 
on déduit 


7 1 de LE 
u, 5e U; —+- U; = D} 


La tangente en un point d'inflexion « coupe la courbe en 
trois points confondus en w; on aura donc 


SU, 
d’où 
__ 201 + 290) 
LS ons 


Mi, M3 pouvant varier chacun de o à 2. Nous aurons donc 
Q points d’inflexion, que nous représenterons commodément 
par la notation 


UN YEN a) CLEO NE Rs = DATA 
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La droite qui joint deux points d'inflexion (m,m»), 
(m, m,) passera évidemment par le troisième point d’inflexion 
4 1 # 1 Me , Q , 
(m, m,), m,, m, étant définis par les relations 


M+Mm, +M,=O, Ma + M, + M, = 0 (mod 3). 


On obtient ainsi 12 droites 


(oo)(or)(02), (ro)(11)(12), (20) (21) (22), 
(o0)(10)(20), (o1)(11)(21), (o2)(12)(22), 
(00)(11)(22), (o1)(12)(20), (o2)(10)(21), 
(0o)(12)(21), (10) (22)(o1), (20)(02) (11), 


formant quatre triangles, dont chacun. contient tous les 
points d’inflexion. 

L’équation du neuvième degré dont dépendent les points 
d'inflexion se résout par radicaux; car les triangles dépendent 
d’une équation du quatrième degré. L'un d’eux étant connu, 
ses côtés dépendront d’une équation du troisième degré. 
Ceux-ci trouvés, leurs intersections avec la cubique dépen- 
dront de nouvelles équations du troisième degré. | 

Les tangentes à la courbe menées par les points d’inflexion 
(autres que les tangentes d’inflexion) la couperont aux points 
dont l’argument est un sixième de période sans être en 
même temps un tiers de période. Ces points, au nombre 
de 27, seront ceux où 1l existe une conique (ne dégénérant 
pas en une droite double) qui coupe la courbe en six points 
coïncidents; etc. 


592. On obtient des résultats analogues pour les courbes 
gauches, intersection de deux surfaces du second degré. On 
vérifie en effet facilement qu'elles sont les transformées homo- 


graphiques de la courbe 
He Du, M TUE 21 Di LE 
Elles sont coupées par une surface algébrique d'ordre n, 
F(x,7,3)—o en 4n points, Lels que la somme de leurs 
arguments soit une période. 


D 2 0 0 -—— 
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CHAPITRE VIIL. 


INTÉGRALES ABÉLIENNES. 


I. — Surfaces de Riemann. 


553. Soit w une fonction algébrique de 3, définie par une 
équation irréductuble de degré n 


(Eee UD 0. 


Nous admettrons que la courbe f = o n’ait que des points 
multiples à tangentes séparées. S'il en était autrement, il 
nous faudrait opérer sur les variables 3, & une transformation 
birationnelle telle que la courbe transformée jouisse de cette 
propriété. 

En opérant encore, s'il est nécessaire, une transformation 
homographique, nous pourrons faire en sorte : 1° que la 
courbe f n’ail pas de point muluple à l’infini; 2° que l’axe 
des u ne soit parallèle ni aux asymptotes de f, ni aux tan- 
gentes qui passent par les points multiples, ni aux tangentes 
d'inflexion. | 

Le nombre des points de f où la tangente est parallèle 
aux & sera égal à la classe v de la courbe. Ces points seront 
des branchements, où deux valeurs de w deviennent égales. 
Aux points multiples, léquation en w a aussi des racines 
égales; mais, en vertu des vertu des hypothèses faites, 
chacune des branches de la fonction w restera monodrome 
aux environs de ces points. 


. À partir de chacun des y branchements, traçons une cou- 
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pure s'étendant jusqu’à l'infini, et ne passant pas par les 
points multiples. Dans le plan ainsi coupé, chacune des 
branches &,,..., u, de la fonction w sera monodrome; mais, 
si l’on traverse une coupure, deux de ces branches, u; et wx 
par exemple, seront permutées entre elles. Pour exprimer 
cette propriété, nous dirons que la coupure en question a le 
caractère (4Æ). 

Soient L,,..., L, les diverses coupures, écrites dans l’ordre 
où se succèdent leurs points d’intersection avec un cercle 
de rayon infini, décrit dans le sens direct. La loi de permu- 
tation des branches &w,, ..., 4h sera entièrement définie 


lorsqu'on connaîtra le Tableau 
T=(ak)(ako).. (4) 


des caractères de ces coupures. 
LE y ; 4 ES : Ë : A DA > 
994. En changeant le tracé des coupures (fig. 50), on 
pourra modifier ce Tableau. Soient, en effet, L, L/ deux 
j 
! 


L; 


! 
4 
1 
0 
! 
! 
' 
1 
! 
! 
! 
1 
' 
1 
1 
\ 
\ 


\ 
\ 


coupures consécutives; (44), (2'A') leurs caractères. Nous 
dirons que nous faisons reculer la coupure L par rapport à L’ 
si nous lui donnons le nouveau tracé L, marqué en pointillé 
sur la figure 50. La permutation entre les deux branches w;, 
ux, qui se faisait le long de L, se trouve reportée le long 
de L,. Dans la région du plan coupé comprise entre ces deux 
lignes, les branches primitivement dénommées w;, ux s’appel- 
leront maintenant ux, w;, et les autres garderont leur déno- 


624 SECONDE PARTIE. — CHAPITRE VIII. 


mination. Le caractère de L/restera donc inaltéré si les 
couples d'indices (4, Æ), (4, Æ'") sont identiques ou complè- 
tement différents ; mais, s'ils ont un seul indice commun 
'— 1, le caractère de L’, qui était primitivement (54), se 
trouvera changé en(kk'). 

Supposons, au contraire, que, laissant la coupure L 
immobile, nous fassions avancer L/ de manière à lui donner 
le nouveau tracé L'. On verra de la même manière que le 
caractère de L restera inaltéré après ce changement si £, X, 
i', £' sont différents, ou si &' #6, k'=k. Maissir=tet k'ZKk, 
ce caractère, primitivement égal à (44), sera changé en (Æ#). 

Nous voyons donc qu'en déplaçant les coupures, nous 
pouvons intervertir l’ordre de deux caractères consécutifs 
du Tableau T, à la condition, s'ils ont un indice commun, 
de le remplacer dans l’un des deux caractères (choisi à 
volonté) par celui qui lui est associé dans l’autre caractère. 

559. M. ZLüroth à montré que, par une suite d'opérations 
de ce genre, on peutamener le Tableau T à une forme cano- 
nique très simple. 

Partageons les caractères en deux classes, suivant qu'ils 
contiennent ou non l'indice 1. Il existera nécessairement des 
caractères de la première classe; car l'équation f = 0 étant 
irréductible, on doit pouvoir passer de la branche w, aux 
autres branches (348). S'il existe aussi des caractères de la 
seconde classe, on pourra les faire passer en queue du Tableau 
en les permutant avec les précédents ; ceux-ci pourront être 
modifiés, mais en restant de première classe. Après cette 


première opération, On aura 
r Let. } r 
PE RT; 


P, étant un produit de caractères de première classe, T, un 
produit de caractères de seconde classe. 

S1 tous les caractères du produit P, ne sont pas identiques. 
il contiendra deux caractères consécutifs différents (1£) (1 Æ), 
dont le produit pourra être transformé en (1k)(ké). Nous 
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avons fait ainsi apparaître un nouveau caractère de seconde 

classe (At), que nous amènerons à la queue de P, pour le 

réunir à T,. Nous pourrons ainsi réduire successivement le 

nombre des facteurs de P, jusqu’à ce qu'ils soient tous égaux. 
Supposons qu'on ait à ce moment 


Pre) TETE ET, 


et que n soit > 2. Si A, >> 2, on pourra le réduire de deux 
unités. En nr pour qu'on puisse passer de l’une des 
branches w,, w, à l’une des autres branches w3, ..., 1l faut 
que T, contienne un caractère au moins, tel que (23), où 
figure l’indice 2. Amenons-le en tête de T,; T commencera 
par le produit (12) (23), qu'on peut transformer successi- 
vement dans les suivants : | 


(2) r-1(23) (13), (2)n-2(23) (13)? 
(a )u=2(13) (12) (13), (22 (13) (23), 
(2)u=3(23) (12)(18)(28), (12)4-2(238)° (12) (23), 
G2)u(23)(13)(23), (2) (23h. 


En répétantau besoin cette opération, on amènera À, à ne 
pas surpasser 2. 

Cela fait, opérons sur le produit T, comme nous l’avons 
fait sur T; on pourra le mettre sous la forme 


ASH EE SU Vi 


T, étant un produit de caractères où ne figure plus lPindice 2, 
et }, étant au plus égal à 2 (si a — 1 > 2). Continuant ainsi, 
nous aurons finalement 


ie (12)M(23)h. : .(n as nu, 


À, Àn_1 étant des entiers positifs, dont le dernier seul 
peut surpasser 2. 

Ces entiers sont pairs; car si À, par exemple, était 
impair, en décrivant un cercle de rayon infini avec la déter- 
mination initiale w:, on obtiendrait comme valeur finale ws. 

FC HEL. 40 
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L'infini serait donc un branchement, contrairement à nos 
hypothèses. 


On aura donc 


PR PS en Ân1=V—2(n—2)—=2p + 2, 
p désignant le genre de le courbe f (t. I, n° 597). 


556. Concevons, avec Atemann, un système de » feuillets 


plans P,, ..., P, étendus sur le plan P des z; chacun de ces 
feuillets, tel que P;, étant d’ailleurs coupé suivant celles des 
lignes L,, ..., L, dans le caractère desquelles figure l’in- 
dice £. 


Une quelconque de ces lignes, L, ayant pour caractère 
(£k), sera une coupure pour les deux feuillets P;, Px. Imagi- 
nons qu’on soude chacun des bords de la coupure pratiquée 
sur P; avec le bord opposé de la coupure faite sur P;. Si 
nous opérons de même pour chacune des lignes L,, ..., L,, 
toutes ces soudures auront pour résultat de réunir nos » feuil- 
lets en une surface unique S. 

À chaque point (3, w;) de la courbe f(z3, u) —=o, faisons 
correspondre sur $ un point Ô ayant pour projection 3 et 
situé sur le feuillet P;. Si le point (2, w;) se déplace sur f 
d’une manière continue, le point © décrira sur S une ligne 
continue; car une disconlinuité ne pourrait se produire dans 
celle trajectoire que, si z traversant une coupure, &; se Lrou- 
vait changé en une autre branche wx ; mais € passe alors du 
feuillet P; sur le feuillet P; et, ces deux feuillets étant soudés 
le long de la coupure, la continuité est maintenue. 

La variation simultanée des deux quantités 3, w (liées par 
l'équation f — 0) est donc figurée sans ambiguïté par le dé- 
placement de € sur la surface S ; et si © décrit un contour 
fermé, 3 et u reprendront au retour leur valeur primitive. 

La variable € étant constamment égale à 3 en valeur numé- 
rique, nous pourrons l'appeler dorénavant 3 ; comme elle ne 
parcourt plus le plan simple, mais la surface de Riemann, il 


ne suffira plus, pour qu’elle décrive un contour fermé, qu’elle 
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revienne à sa valeur primitive ; 1l faudra de plus qu’elle se 
trouve au retour sur le même feuillet qu’au départ. 

9071. Les points de la surface S correspondent uniformé- 
ment aux cycles de la courbe f. 

En effet, considérons d’abord un point (36, us:), qui soit 
simple sur la courbe f. C’est l’origine d’un cycle unique, 
ayant pour équations 


(1) = Z6 F6, U—= y + alt + al +..., 
si la tangente n’est pas parallèle aux w, ou 
(2) 3 = 29 + l?, U— Un + at+ al +... 


dans le cas contraire. D'autre part, ce point correspond à un 
point unique de la surface S. 

Considérons maintenant un point multiple, où se croisent 
æ branches, telles que u,, ..., u,. Il sera l’origine de w cy- 
cles de la forme (1), représentant chacun l’une de ces bran- 
ches aux environs du point multiple. D'autre part il corres- 
pond à à points de S, respectivement situés sur les feuillets 
P,,..., P,, qui ne sont pas soudés entre eux en ce point. 

Enfin la courbe f a n cycles dont l’origine est à l'infini, et 
‘dont les équations ont la forme 


64 
, DS to At DE 


am, 
©QS 

= 
ta 
Î 


Nous les regarderons comme correspondant à autant de 
points situés à l'infini sur la surface S. 


558. Une poruon finie s de la surface S, bornée par un ou 
plusieurs contours fermés, est dite connexe, s’il est possible 
de réunir deux quelconques de ses points par une ligne con- 
tinue entièrement siluée sur $. 

La connexité sera simple, si toute transversale ab tracée à 
l’intérieur de s, entre deux points de sa frontière (et de ma- 
nière à ne pas se couper elle-même), partage s en deux 
régions distinctes, de telle sorte que, pour passer de l’une à 
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l’autre, 1l faille nécessairement sortir de s ou traverser ab. 
Elle sera double, si, en coupant s par une transversale £, 
convenablement choisie, la nouvelle surface s, ainsi obtenue 
est simplement connexe. Généralement, elle sera d’ordre N, 
si une coupure, faite suivant une transversale convenable 4,, 
transforme s en une surface de connexité N --1. 

D’après cette définition, si s est connexe d'ordre N, on 
pourra la transformer en une surface simplement connexe, 
en la coupant successivement par N — 1 transversales, dont 
chacune ait ses extrémités, soit sur la frontière de s, soit sur 
une des transversales précédentes, mais n’ait aucun autre 
point commun avec ces lignes, et ne se coupe pas elle- 


même. 


A+ &° 


999. Leume. — Les deux régions si, s:, dans lesquelles 


une surface simplement connexe s est partagée par une 
transversale ab, sont elles-mêmes simplement connexes. 


Coupons, en effet, s, par une transversale cd; trois cas 
peuvent se présenter : 


1° Sicet d sont sur la frontière de s, cd sera une trans- 
versale sur s, qu’elle partagera en deux régions séparées. On 
ne pourra donc passer d'un côté à l’autre de cette ligne, en 
reslant sur s, et, «a fortiori, en restant sur $,, sans la tra- 
verser ; 

2° Si c est sur la frontière de s, et d sur la première trans- 
versale ab, la ligne cdb sera une transversale de s. Pour 
passer d’un côté à l’autre de cd, il faudra donc nécessaire- 
ment, ou sortir de $, et par suite des,, ou traverser cdb. Mais, 
en traversant db, qui fait partie de la frontière de s,, on sor- 
trait de s,. Pour passer d'un côté à l’autre de cd, il faudra 
donc nécessairement traverser cette ligne, ou sortir de s,. 

3° Sic et d sont tous deux sur ab, la ligne acdb sera une 
transversale sur s. Pour passer d’un côté à l’autre de cd, il 
faudra ou sortir de s, et par suite de s,, ou traverser acdb. 
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Or, en traversant ac ou db, on sortirait de s,. [Il faudra donc. 
ou sortir de s, ou traverser cd. 


960. Taéorëme. — Coupons une surface s, de con- 
nexité N, par u transversales successives; soient si, .…., 5m 
les régions distinctes en lesquelles elle se trouve parta- 
gée; N,,..., N,, leurs connexités respectives. Nous aurons 
la relation 


mn 


(4) d'ON—2)+p=N—>2. 


On peut, en effet, en coupant la surface s; par N;—1 trans- 
versales convenablement choisies, la changer en une surface 
5; simplement connexe. Opérant de même sur chacune des 
surfaces St. 057, ont Voil que, par: un;syslèmeide 


L222 


u + ù (Ni— 1) transversales successives 0,, 0,,...,ona 
1 


décomposé s en régions simplement connexes 54, 5,... 

On peut, d'autre part, tracer sur s un second système de 
N—1 transversales £,, £+, ..., qui la transforme en une sur- 
face 5 simplement connexe. 

Une surface simplement ‘connexe restant évidemment 
telle, si l’on déplace infiniment peu une portion de sa fron- 
tière, nous pourrons, en modifiant légèrement, s'il y a lieu, 
le tracé des deux systèmes de transversales, faire en sorte 
qu'ils ne se coupent qu’en un nombre fini de points. Soit 6 le 
nombre de ces points. Ils partagent les transversales 0,, 02, … 


m 


: à LT S 
du premier système en u + > (N;—1)+0 tronçons et 
1 


celle du second système #,, £,...en N —1+3 tronçons. 

Cela posé, cherchons en combien de régions distinctes s 
sera partagé par l’ensemble des lignes £,, &,...,0,,0,... 
Tracons d’abord les lignes 4,, {2,...; nous obtiendrons une 
seule région simplement connexe 6. Tracons maintenant suc- 
cessivement les divers tronçons de 4,, puis ceux de 0, ..….: 
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chacun d’eux sera une transversale pour une des régions pré- 
existantes, qu'il partagera en deux. Le nombre final des 
régions sera donc 


F7 
N;— D 
++ i— 1) +0 


1 


Supposons, au contraire, qu’on ait commencé par tracer les 
lignes 8,,0,. .... Nous aurons à ce moment m régions simple- 
e) 192%,2 


ment connexes c4,..., 6m. Traçons successivement les divers 


2) 
tronçons de £,, puis ceux de #,, etc. Chacun d’eux partageant 
en deux parties une des régions préexistantes, le nombre 


final des régions sera 
Ni NT 0: 


En égalant cette expression à la précédente, on obuüent la 
formule (4). 


961. Deux cas particuliers de cette formule méritent d’être 


signalés : 
1° Sim —1, elle se réduit à 
NS \ —— {4 


Donc,en coupant une surface s par transversales suc- 
cessives quelconques qui ne la partagent pas en régions 
séparées, on réduit de y son ordre de connextté. 


Si, en outre, N, = 1, il vient u = N — 1. 

Donc, le nombre des transversales nécessaires pour 
rendre s simplement connexe est indépendant du tracé 
de ces transversales. 

2” SIN;,,..., Nm sont tous égaux à l’unité, la formule se 
réduit à 


Co) u—m—=N—-2 


et fournira N, si l’on connaît u et m. 
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902. TaéorEue. — Supposons : 


1° Que la surface s soit borneée par À contours fermés 
LS CES une DE 

2° Qu'on puisse, sans détruire sa connexité, la couper 
suivant p contours fermés Ci, ..., C}y qui ne se traver- 
sent pas mutuellement ; 

3° Que l’adjonction d'un nouveau contour quelconque 
C4, ne traversant pas les précédents détruise la con- 
nexité. 


L'ordre de connexité de s sera À + 2 p. 


Soit, en effet, s’ la surface obtenue en coupant s suivant 
C1, +, Gp. Elle est encore connexe. Soient donc y, un 
point de GC, ; y}, y; deux points infiniment voisins de y,, 
situés de part et d’autre de C,. On pourra les réunir par une 
ligne À, tracée sur s’. Lorsque y), y, viendront se confondre 
avec y,, À deviendra un contour fermé D,, qui traverse C, 
en un seul point 71. 

Coupons s' suivant D,. La nouvelle surface s° ainsi ob- 
tenue sera encore connexe, car on peut passer d'un côté à 
l’autre de D, en suivant le contour C,. On pourra de même 
tracer sur s, un contour fermé D, traversant C, en un seul 
point y: ; et en coupant s, suivant D, on obtiendra une sur- 
face connexe 5. Continuant ainsi, on arrivera à une surface 
connexe s” obtenue en coupant s suivant les 2p contours 
D 0 17.0.) Cetlenouyellesurface serais 


mitée par À + p contours fermés, à savoir : 

Les \ coutours À;,...., Av; 

Les p contours R, —=C, D, C;'D;',...,R,=C,D, CD 
obtenus respectivement en suivant : 1° l’un des bords de la 
coupure C;; 2° l’un des bords de la coupure D;; puis, dans 
le sens inverse , 3° le second bord de C; ; 4° le second bord 


de D. 
Nous donnons le nom de rétrosections à ces contours 


LÉO LP 
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963. Soit maintenant w un point quelconque de s”; Jjoi- 
gnons-le : 


10 Aux contours À3,:.-, Ajpar, des lignes CP 
2° Aux points y1, ..., ÿp par des lignes ,, ..:, HT. 


S1 nous coupons s” suivant les lignes £ 4, ..., 1, 310,,-, 
JT), nous obtiendrons une surface s”, bornée par un seul con- 
tour fermé Q qui résulte de la succession deslacets £ ,A, 871... 
MC R, M, ',.... Cette surface sera encore connexe, car on 
peut passer d’un bord à l’autre d’une des sections $ ; ou NT; 
en suivant le contour A; ou R;. 
D'ailleurs s” sera simplement connexe. Supposons, en 
effet, qu’on pât la couper par une lransversale 0e sans dé- 
truire sa connexité. Soient 6 un point de la transversale ; 
8’, 8" deux points infiniment voisins de $ situés de part et 
d'autre de 0e; on pourrait les joindre par une ligne F située 
sur s”. Lorsque f”, 8" se confondront avec 6, T deviendra un 
éontour fermé G;,1, lequel necoupe.pas C;,.", C7" 
vrait donc, d’après hypothèse, partager s” en deux régions 
distinctes, ce qui n’est pas, car on peut passer d’un bord à 
l’autre de la ligne C,,, en suivant la ligne $9, puis la por- 
tion de Q comprise entre les points à ete, et entin la ligne ef. 


904. Cela posé, pour passer de la surface $s à la surface 
simplement connexe s”, il suffit d'y tracer les À + 2 p —i 
transversales successives ; 


6 (Lan Lars. Las MGR, :.., JG) 
Che) D.. Rent 


P*° 


Donc l’ordre de connexité de s est bien À + 2 p. 

Nous désignerons sous le nom de système canonique le 
système particulier de transversales (6) auquel nous venons 
d'arriver. | 


569. Nous dirons que deux lignes À, A, tracées entre deux 
points O et z de la surface s, sont équivalentes si l’on peut 
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passer de l’une à l’autre par une déformation continue (sans 
sortir de $). 

La ligne A’ est évidemment équivalente à la succession du 
contour fermé AA! et de la ligne À. Elle sera donc équiva- 
lente à À, si le contour AA! peut se réduire à un simple 
point par une déformation continue, auquel cas nous dirons 
que ce contour est équivalent à zéro. 


966. Tnéorème. — Tout contour fermé T tracé sur une 
surface s à connexité simple est équivalent à zéro. 


En effet, coupons la surface par une transversale 4; elle 
la partage en deux régions distinctes, s, et s,. Nous allons 
montrer que ce théorème est vrai pour s, s'il l'est pour s, el 
pour So. 

Nous pouvons admettre que F ne traverse € qu’en un 
nombre fini de points, car nous pourrions au besoin substi- 
tuer à lun contour polygonal infiniment voisin, et prendre 
aussi une transversale polygonale. 

Soient x, 8 (Jig. dr) deux points d’intersection consécu- 


DIPror 


tifs de l'avec &. Le contour F = manfm équivaut évidem- 
ment à manf.Gs.a4%.G3m, et, comme la portion anf. 5, 
entièrement située sur $,, est équivalente à zéro, C équivaut 
à maGm. Dans ce nouveau contour, le nombre des points 
d'intersection avec £ est réduit de deux unités. 

Par une suite de réductions de ce genre, on peul ramener 
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le nombre des intersections à être 2. Mais on ne peut 
passer de la région s, à la région s:, ou réciproquement (en 
restant sur s) sans traverser £. Le nombre des intersections 
doit donc être pair pour que le contour se ferme. Il sera 
donc nul, et le contour considéré, étant entièrement situé 
dans la région s,, sera équivalent à zéro. 

Nous pouvons subdiviser de même chacune des régions 
Si, Sa par une nouvelle transversale, et ainsi de suite, et ra- 
mener ainsi la démonstration du théorème au cas d’une ré- 
gion infiniment petite, pour laquelle il devient évident. 


907. Téorkme. — Tout contour fermé tracé sur une 
surface s, de connexité N, à partir d'un de ses points O, 
équivaut à une combinaison de N — 1 contours détermi- 
nés T,,..., Fx_, décrits successivement, une ou plusieurs 
fois chacun, dans un sens ou dans l’autre. 


Traçons, en effet, sur s une transversale #, qui la trans- 
forme en une surface s,, N — 1 fois connexe. 

Soient b', D” deux points situés en regard l’un de l’autre 
sur les deux bords de la coupure t. On pourra les joindre 
au point O par des lignes tracées sur s,. La réunion de ces 

Fig. 52. 


deux figures constituera un contour F, —ObcO (fig. 52) 
tracé sur $s et traversant { en un seul point b'— b'— D. 
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Soit C—=O deO un autre contour fermé partant de O. 
Stpposons qu'il traverse la ligne £ en m points. Soit d le 
premier de ces points d’intersection. Le contour e équivaut 
évidemment au suivant 


Od.db.bO.0b.bc0.0cb.bd.deO, 


lequel est la combinaison de trois contours successifs: le 
premier, OZbO, ne traverse pas £ ; le second, ObcO, n’est 
autre que F,; et le troisième Ocbde O —C ne traverse 
plus £ qu'en m—1 points, car il a cessé de la traverser au 
point d. 

Nous avons supposé, dans la figure précédente, que la ligne 
C—=O deO franchissait la transversale de gauche à droite, 
comme la ligne O bc. Si elle la franchissait dans le sens con- 
traire, comme dans la figure 53, C, serait équivalent à 


OdbcOcbO bdeO. 


Ce nouveau contour se compose de trois contours partiels: 
le premier, O dbcO—C, ne traverse plus £; le second, 


OcbO, n’est autre qu T,'; le dermer, OBdeO, ne QUE 
plus la transversale qu’en m—1 points. 

On verra de même que C équivaut à la succession de trois 
contours, le premier ne traversant plus £; le second étant T, 
ou LE et le troisième ne traversant plus à qu’ eh S 
points. 
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Donc, en dernière analyse, C équivaudra à une combinai- 
son des contours F, et l! avec d’autres contours, lesquefs, 
ne traversant plus t, seront situés sur $4. 


968. Coupons s, par une seconde transversale #,, qui la 
transforme en une surface s, de connexité N — 2. On pourra 
de même tracer sur $,, à parur du point O, un contour 
fermé F», qui ne traverse {, qu'en un seul point; et l’on 
montrera que tout contour tracé sur s, équivaut à une com- 
binaison des contours l, et F;' avec des contours tracés 
SUTSS. 

On poursuivra cette réduction jusqu’à ce qu’on arrive à 
une surface simplement connexe s,_,. Les contours tracés 
sur celle-ci étant équivalents à zéro, on voit finalement que 
tout contour C tracé sur s se réduit à une combinaison des 
contours 


> E4 — À 
l. LE , ME Tr, ere 


F; désignant un contour qui traverse en un seul point la 
transversale {;, sans traverser les précédentes. 


969. Soient (fig. 54): 


A,,..., À) les contours fermés qui limitent s; 


Fig. 45% 


Kre Gb CD 56e ah QADS (et LA les rétrosections 


que l’on peut tracer sur cette surface ; 


‘ 
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© 
© 
1 


yile point d’intersection de C; et de D;; 
© un point arbitraire de s ; 

f ; une ligne joignant w à A;; 
M; une ligne le joignant à y;. 


Nous avons vu (564) qu’on peut adopter comme système 
canonique de transversales le suivant : 


Pt {> HU 
NAMUR S 53 + CSS K_h: Notes 


AC;CG IT, !, - D;, 


Joignons le point O aux contours À,, A:,..., A; par des 
lignes L,,..., L1. De même joignons-le aux points Codes 
y» par des lignes M,,..., M,, tracées de telle sorte qu'aux 
environs du point y; la ligne M; se trouve dans celui des 
quatre angles formés par GC; et D; qui est opposé à celui qui 
contient J,;. 

Considérons le système des lacets 


(7) AD MED MD M CM 0 dei 


L'un de ces lacets, le premier, par exempie, équivaut à 
une combinaison des autres. Mais ces derniers sont indépen- 
dants et pourront être pris pour F,, ..., Lx. 

En effet, le contour L, A, L;' coupe une seule des trans- 
et cela en un seul point; sit > 2, 


: SA RES P. > —{ n 
versales, à savoir # ,!4L, 


L;A;L:' coupe la seule transversale £ ; en un seul point, 
M;D;M;!' coupe la seule transversale M;C;T;' en un seul 
point y;; enfin M;C;M;' ne coupe qu’une seule transversale D; 


au seul point y;. 


570. Cherchons à déterminer le nombre p des rétrosec- 
tions que l’on peut tracer sur la surface S de Riemann, con- 
sidérée dans loute son étendue (ou plus généralement sur la 
surface S' obtenue en excluant de S les portions intérieures à 
des contours fermés infiniment petits A>, ..., À, lracés au- 
tour de quelques-uns de ses points &,, ..., ay, en nombre 
hHmité. 

La surface 5’ s'étendant jusqu’à lPinfini, il conviendra, 
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pour lui appliquer les théorèmes précédents, d’en exclure les 
points à l’infini, en considérant seulement la portion s' de 
cette surface située dans l’intérieur d’un cylindre droit ayant 
pour base un cercle C de rayon infini tracé sur le plan des 5. 

L'infini étant un point ordinaire pour la courbe f, chacune 
des n racines de l'équation f (3, u) — o revient à sa valeur 
initiale lorsque 3 décrit le cercle C. L’intersection de SA 
avec le cylindre se compose donc de x cireuits fermés distincts, 
À pis es Auir) quiiCOnstituent AVECLA(, NS 
tière de s'. 

Le nombre p sera donné (562) par la formule 


n+u+2p—=N, 


N désignant l’ordre de connexité de s”. 

Pour déterminer ce dernier nombre, nous remarquerons 
que la surface s’ a été obtenue en soudant ensemble, suivant 
les coupures primitives, L,,..., L, les feuillets plans P,,..., 
P,. Le long de chacune de ces lignes, telle que L;, nous avons 
fait deux soudures 5; et 5;, dont la réunion constitue une 
transversale 5," 5; ayant ses extrémités sur la frontière de s’. 
En coupant s’ suivant ces y transversales, de manière à 
détruire les liaisons établies, nous serons revenu au système 
primitif de n feuillets. Joignons encore par une transversale 
chacun des contours A,,..., À, au circuit qui limite le 
feuillet plan sur lequel il est situé. Chaque feuillet deviendra 
simplement connexe. 

La surface s’ étant ainsi décomposée par y + 4 transver- 
sales en n régions simplement connexes, on aura, d’après la 


formule (5), 

v+u—n—=N—, 
et par suite 

R+2pP=Y—nR+), 


V 
PEER 
2 


Le nombre p ainsi obtenu n’est autre chose que le genre 


de la courbe f(t. 1, 597). 
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IT. — Intégrales abéliennes. Périodicité. 


971. Aux environs d’un point a — (239, w9 ) de la surface 
de Riemann, 3 et w peuvent être développés (557) suivant 
les puissances entières et croissantes d’un paramétre € (égal 
à 3 — 39 dans le cas général, à ÿ/= — 3, aux points où la tan- 
gente est parallèle à l’axe des w, à = pour les points à l'infini). 

Soit F une fonction analytique de 3; nous dirons que le 
point a est ordinaire pour cette fonction, si aux environs de 
ce point, elle est développable en une série de puissances 
entières et positives de £. 

Ce sera un pôle, si le développement, procédant toujours 
suivant les puissances entières et croissantes, commence par 
des puissances négalives. 

Ce sera un point critique logartthmique, si le dévelop- 
pement contient en outre un terme de la forme C log 4. 

. Nous dirons encore que la fonction Fest mnonodrome dans 
une portion s de la surface de Riemann, si, lorsque la 
variable 3 varie arbitrairement sans sortr de s, F reprend 
toujours la même valeur lorsque 3 revient au même point; 
qu’elle est synectique, si elle est monodrome et sans point 
crilique. 

Enfin, si F est monodrome sur toute la surface S, nous 
dirons qu’elle est uniforme sur cette surface. 


912. Taéoriue. — Soient s une région de la surface de 
Riemann, finie et à connexion simple; F=P+Qc une 
fonction de : qui n’'acquière pas de point critique, lorsque 
3 se meut arbitrairement sur s. 


1° Les fonctions Fet [EF dz seront synectiques dans la 
légion s. N 
2° L'intégrale [EF ds prise suivant le contour qui limite 


s sera nulle. 
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3° L'intégrale f{ P dQ, prise suivant ce même contour 


(supposé décrit dans un sens tel qu'on ait la région s à 
sa gauche), a une valeur positive (à moins que F ne se 
réduise à une constante, auquel cas elle s'annule évidem- 
ment ). 

Coupons s par une transversale arbitraire ; elle la décom- 
posera en deux régions s,,s,. Et le théorème sera vrai pours, 
s'il Pest pour s, el s2, car les intégrales fe de; fP4Q, prises 
sur le contour de s, sont évidemment égales à la somme des 
intégrales analogues prises sur le contour de s, et sur celui 
de 52, les intégrales suivant les transversales se détruisant. 

Subdivisons $s,,$2 par de nouvelles transversales ; la 
démonstration sera ramenée au cas d’un élément de surface 
infiniment petit 5. Or, dans un semblable élément, F est 


représenté par une série de puissances 
F—=c+ct+ cl +. ere 


On aura, d'autre part, suivant que la tangente au point 
{ 36, Uo) qui correspond à { —0 est parallèle ou non à l’axe 
des «, 


Â 
tà 
[=] 
+ 
FE 


ou ee EN 
d’où 
dz = ot dt ou DE] DA 


Donc Fet fr dz sont des fonctions synectiqaes dans cet 
élément. Ë 

La première partie du théorème est donc établie ; ec la 
seconde en est une conséquence immédiate. 


913. Pour établir la troisième, nous remarquerons que, 
lorsque 3 décrit 5 de manière à laisser son intérieur à gauche, 
t décrit autour de l’origine des coordonnées, dans le sens 
direct, un contour fermé infiniment petit +, qui ne se traverse 
pas lui-même. Un semblable contour est la limite d’un con- 
tour polygonal de même sorte. Celui-ci peut lui-même être 
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considéré comme Ja limite d’un contour fermé de même 
nature, ayant en chaque point une tangente dont la direction 
varie d’une manière continue, et ne coupant une parallèle 
aux axes qu'en un nombre fini de points. 

Tout revient donc à démontrer la proposition pour un 
contour 7 de celte dernière sorte. 


Prenons pour variable indépendante la quantité complexe 
| [ | A 


L—=X+iIY. 
On aura 


BEA dx 


è 1 un 0Q 0Q 
O= P—=d. P — dy. 
fra JL de + Péd) 


Mais cette intégrale curviligne est égale (165) à l’intégrale 
double suivante, prise dans l’intérieur de 7, 


0 p.20) # 0P dQ  dP 2 
M mr Gr sait 


Mais P + Qc étant une fonction de la variable compiexe #, 
on a 


AC) DORE dr 


d’où 


» 


DOM ORNE 


ES, , — . 
dy 0x dx dy 


L'intégrale double devient ainsi 


JT) + Gr) Ie 


et tous ses éléments sont positifs, à moins qu’on n'ait identi- 
quement 


op dP 0Q _ 0Q 


UN RTE et d’où St — 
dx 07 


auquel cas P, Q et entinF = P + Qise réduiront à des cons- 
{antes. 
J. — II. / 
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574. Soit F = P + Qiune fonction qui n’admette sur la 
surface de Riemann qu’un nombre fini de points critiques 
di, -.., @u. Prenons arbitrairement un point O sur cette 
surface et joignons-le par des lacets: 1° aux p rétrosections; 
2° aux points &, ..., 4; 3° aux À circuits à l’infini. Cou- 
pons S suivant ces lacets ; le contour ainsi formé délimitera 
une surface finie s', à connexion simple, sur laquelle K n’a 
pas de point criliqne. 

Si donc nous désignons par K l’ensemble des lacets des 
rétrosections, par <b,, -b»,... Îles autres lacels, nous aurons 


K E ob k 


(1) fra+y FEUSES "0: 
di 


et si F ne se réduit pas à une constante, 


nn 


0 TENTE 
(2) frao+X frac. 


1] 


A9 er 49 


919. S1 la fonction F n'a pas de point critique (même à 
l'infini) sur la surface de Riemann, l'inégalité (2) se réduira 


(3) frac. 
K 


En effet, on n’a, dans ce cas, d’autres lacets -& que ceux 
qui sont relatifs aux circuits. Or ceux-ci ne donnent que des 
intégrales infiniment petites. 

Soit, en effet, «tx L;AzL;t celui qui est relatif au 
circuit Az. Les intégrales suivant L4 et L;! se détruisent. 
Pour évaluer l’intégrale suivant A, posons 


I ll 


pr om 
© — TO — 


p(coso +—ising) 


et prenons © pour variable indépendante; l'intégrale devien- 


< dQ 
P lo. 
il do He 


0 


dra 
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Mais, sur le circuit A4, F admet par hypothèse un déve- 
loppement de la forme 


F=c+at+att+.... 


On aura donc, en désignant par r; le module et par &; 
l'argument de c;, 


P = r; cosy + r1p COS(o + 1) +.. 
Q = ro Sinaoy + 71p Sin(® + œ) +... 


Si o tend vers zéro, P tendra vers une limite finie, et 
dQ 
do 
est donc ns, petite. 


> Qui contient 5 en facteur, tendra vers zéro. L'intégrale 


916. TnéorkmEe. — Une fonction F, synectique sur 
toute la surface de Riemann, se réduit à une constante. 


La fonction F n'ayant pas de point critique, il faudrait, 
pour qu’elle ne fût pas constante, que l’intégrale 


ere) 
P dQ 1 pe a 
[ LE 


fût positive. Mais elle est évidemment nulle. 
Soit, en eflet (is. 55), 


= 


MC D;GD-2Ma 


l’un des lacets dont K est composé. Les intégrales suivant 
Mxet M;', ayant leurs éléments égaux et contraires, se 


détruiront. De même pour les intégrales /| et f. sf. et ï : 
SACE Cr Dx * Dyt 


577. Discutons d’une manière analogue légalité (1). 
L'un quelconque des lacets .L; est de la forme 


Le LyAglit, 


A; désignant, soit un contour infiniment petit décrit dans le 
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sens rétrograde autour de l’un des points &,, ..., &y, soit un 
circuit, décrit dans le sens direct, et isolant l’un des À 


- 


Tes 


points Gui; .…,) Quyn situés à) l’infinr sur Jaures 
Riemann. 

Nous avons vu que, aux environs du point a; = (2%, wx), 
zet « sont exprimables au moyen d’un paramètre 4 (égal, 


£ A \ PRE \ l 5 
suivant le cas, à 3 — 2x, ou à V5 — 54, ou enfin à— si ax est 


à l'infini). Lorsque z décrit Az, € décrira, dans le sens rétro- 
grade, un contour infiniment petit, 7x, autour du point 
t—= 0, On aura donc 


s 


‘ :  dz / e 
Si, aux environs de £—0, F 7 CSt développable suivant 
les puissances entières non négatives el croissantes de 4, 
cette intégrale sera nulle. 


ET Ee . ; : 
Si FE a admet un développement suivant les puissances 
entières et croissantes de { mais commençant par des Lermes 
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à exposants négatifs 
ben LU re OA LIL ?, 


l'intégrale sera égale à — 2Tiax,. 


Dans l’un et l’autre cas, F reprenant sa valeur initiale 


lorsque z décrit le contour Az, les deux intégrales f F dz 
Lx 


et 14 F dz se détruiront. 


Lt 
+ , à 
Nous obtenons donc le résultat suivant : 


On a 
(4) fras+Y [ dr 0 


!K / db, 
la sommation s'appliquant seulement aux lacets y 
décrits autour des points (à distance finte ou à l'infini) 
; ve L , + dé 
ut sont critiques pour l'expression F —: 
RS à g dz , 
Si l’un de ces points ax est un pôle pour KF > SOU dr 


le résidu correspondant. L'intégrale suivant le lacet 
relatif à ce point sera 


2 TL 4 « 


578. Cherchons l’expression générale, des fonctions F 
uniformes sur la surface de Riemann et n'ayant pour points 
critiques que des pôles. 

Une semblable fonction F, étant développable aux envi- 
rons de chaque point (36, uÿ) suivant les puissances entières 
el croissantes d’une variable { égale à 3 — 3,4, ou à Vz — 30, 
ou à = n’aura que des points critiques algébriques par 
rapport à la variable 3. 

À chaque valeur de 3 correspondent n points &,,..., a, de 
la surface de Riemann, et à chacun d’eux a; des valeurs déter- 
minées F;, uw; des fonctions F et uw. La somme 


ML EN ELS 
uYFi+is+u, l'OM ZAC LE 


où m est un entier quelconque, sera une fonclion uniforme 
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de z. N'ayant que des points critiques algébriques, elle sera 
rationnelle en 3. 

Posons m—0, 1, ..…, A—1, et des équations ainsi 
obtenues, tirons la valeur de F,. Nous obtiendrons un résultat 


æ 


de la forme 
ie AD, +...—+ And 
D 
Le déterminant D est le produit des différences uw; — ux, 
el ses mineurs À,,.. , À, sont divisibles par celles de ces 
différences où uw, ne figure pas. On aura donc, après 
suppression de ces facteurs communs, 


B,®D,+...+B,%, 


(Ui— to)... .(Ui— Un) 


pre 


Le dénominateur est égal, à un facteur constant près, à la 


0 ; 
valeur de S pour u—uy. D'autre part, les B, étant des 


fonctions symétriques entières des racines de l'équation 


NÉTUSNN | SPA ; ‘| 
——— —o, sont des polynomes entiers en 3 et w,; et s'ils 
U — U: 

contenaient des puissances de w, supérieures à n -- 1, on 
pourrait les éliminer au moyen de l'équation f(3, u,) = 0. 
On aura donc, en remplaçant w, par w dans l'identité précé- 


dente, une expression de la forme 


__ God, +...+ Co, 
——— of F4, 
du 


F 


Ci, .…., CG» étant des polynomes entiers en z,u, de degré n —1 
au plus par rapport à w, ou enfin, en désignant par A le déno- 
D», 


minateur commun des fonctions ®,, …, 


E+E,u+...+E, qu 
PT: 
du 


(5) FE 


L 


Es, ..., E»_,, À étant des polynomes en 3. 
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Cette expression est une fraction rationnelle en 3, u. 
Réciproquement, toute fraction rationnelle en z, w, étant 
évidemment de l’espèce considérée, pourra se mettre sous la 
forme précédente. 


579. On donne le nom d'éntégrales abéliennes aux inté- 


grales de la forme 
IE ds, 


où F désigne une fonction rationnelle en 3, &w. On achèvera 
de préciser cette intégrale en fixant sa valeur initiale en un 
point O, choisi à volonté sur la surface de Riemann, pour 
servir d’origine à la variation de. 

Cherchons le système des valeurs diverses que peut prendre 
celte fonction en un point & de la surface, lorsqu'on fait 
varier le trajet suivi par 3 pour passer de O à a. 

Nous avons vu que tous les chemins possibles se ramènent 
à l’un d’entre eux, précédé d’une combinaison : 


1° De lacets M4; C4M3', M4D4M3! joignant le point O 
aux deux contours Cx, D; qui forment chaque rétrosection ; 

2° De lacets 4x=— LxAzxLy! joignant ce même point aux 
pôles de Fet aux 7 circuits à lPinfini. 


Les diverses valeurs de lintégrale au point a différeront 
donc les unes des autres d’une somme de multiples entiers 
positifs ou négatifs des intégrales prises suivant ces lacets, 
ou plus simplement, suivant les contours C3, Dx, A4, car les 
intégrales suivant les lignes My, M5'etLz, L;', se détrui- 
sent évidemment. 

Ces intégrales se nomment les périodes de I. Nous appel- 
lerons premières périodes cycliques les p intégrales Je : 

. 


deuxièmes périodes cycliques les p intégrales dl ; nous les 
D4 
désignerons respectivement par cx, dy. 


Nous appellerons enfin périodes polaires les intégrales [ à 
RAT 
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Nous avonsappris à déterminer ces dernières (577), et nous 


avons vu que “e s’annule, si le point &%, autour duquel est 
Ak 


LÈe s are dz 
décrit le contour AÀ%, est un point ordinaire pour K TE Dans 
le cas contraire, ce sera évidemment un pôle, et l’on aura 


[ = — IRL; 


HAT 


2x, désignant le résidu correspondant. 


580. On a (574) 


fra&+x fi ra- , 


Mais le premier terme s’annule, car chacun des lacets qui 
constituent K étant formé de lignes décrites deux fois en 
sens contraire, les intégrales correspondantes se détruisent. 

Donc la somme des périodes polaires (et par suite la 
somme des résidus) est nulle. 


981. Il peut d’ailleurs exister, dans certains cas, d’autres 
relations linéaires entre les périodes. Considérons, par 
exemple, l'expression log F (F étant rationnel en 3, w). C'est 
une intégrale abélienne, car sa dérivée 


d32 Otis 


I (5 OF g) 
[A 


; ; du 
devient ralionnelle en 3, «, lorsqu'on y remplace 77, Par sa 
valeur déduite de l'équation f = 0; or toutes ses périodes se 
réduisent à des multiples entiers de la seule quantité 27t. 

982. L'intégrale [ n'a évidemment de points critiques 
, . . dz . 
qu'aux points ax; qui sont des pôles pour re SEAL 


environs d'un de ces points a, la partie infinie du dévelop- 


INTÉGRALES ABÉLIENNES. 649 


» dz 
pement de E Te est 


Une +... + TA 
; dz 7 
celle du développement del— FF 7 dt sera évidemment 
EME... + à logé, 


et a sera un point criique logarithmique (un pôle, dans le 
cas particulier où le résidu 4, est nul). 


83. Soit [—P+Qxr. Proposons-nous de déterminer la 
valeur de l'intégrale ii dQ, prise le long de l’un des lacets 


MC D;C%! D%' M5! qui aboutissent à une rétrosection. 
Soient Cx— Yx+ Lÿx, dx dx + dûr les périodes cycliques 
relatives aux deux contours Cx et D;. 
Considérons deux éléments correspondants pris sur les 
| | 
deux lignes Cz et C7!: dz y a des valeurs égales et opposées: 
5 ANS } D PI ) 


d x : 
Le reprend la même valeur, car c’est le coefficient de la 


de” 


SEE 7 : di : 
partie imaginaire de la fonction 7. qui est ralionnelle en 3, 


u, el, par suite, reste uniforme sur la surface de Riemann; 
mais P a changé de valeur; car, entre les lignes Cx et C5", 
on a décrit le contour D}, ce qui a accru Î de dy, et sa partie 
réelle P de 94. La somme des deux éléments d’intégrale consi- 


dérés sera donc 
P dQ — (P + 04) dQ — — à dQ. 


On aura donc 


+ [_ = dk dQ es dx Ye 


10 ris Ck 


Considérons de même deux éléments correspondants sur 
D; et D;!'; comme P augmente de — y; lorsque 3 décrit le 
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contour intermédiaire C,!, la somme de ces éléments sera 


PAQ—(P —)7y;)dQ = y;d0, 


* &: Se 
te 2 tk Oye 
UD D 


Enfin les éléments correspondants des intégrales suivant 


et l’on aura 


M et M°' se détruisent; car, lorsque 3 décrit le contour 
CxD4C7'D7', P augmente de y4+ 0;—Yx— 06 =0; il 
reprend donc sa valeur primitive. 

L'intégrale cherchée aura donc pour valeur 


La ! S 1 
YkOR TT OxYre 


Soit, comme précédemment, K le contour formé par 
l’ensemble des lacets des rétrosections; on aura 


P 
(6) fra = D (ya0k— dryr). 
K 1 


584. Soient 1, L’ deux intégrales abéliennes ayant respec- 
tivement les périodes cycliques c,, d,, ..…., cp, dy etc}, 
d,,...,c,, d,;etles points critiques &,, &:, .:., et a, as 
Nous admettrons pour plus de simplicité qu’elles n'aient pas 
de point critique commun. 

Joignons un point O par des lacets aux rétrosections et 
aux points criliques &@i, &», ..… et a,, @,,..…. Nous aurons 
soin de tracer ces lacets de telle sorte qu’en tournant autour 
de l’origine O, on rencontre d’abord les lacets des rétro- 
sections, puis les lacets ,, db2, ..., des points &y, @s, … 

! 


et enfin les lacets &,, JL,, ... des points a;, a!,, 
L'ensemble de ces lacets délimite une surface s simplement 


En pi L’, ni par suite l’intéerale 
dt” P D 


[l'ai n’ont de point crilique. 


connexe el sur laquelle hi 
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On aura donc 


s 
(5) fra+Y f Va+Y f PIE 
: xd A ES mt ue 


Un calcul identique à celui du numéro précédent nous 
donnera pour la première intégrale la valeur suivante : 


P 
fra = Ÿ (c,d,— ducs). 
1 


K 


0 ; : dI 
D89. Les points &;, a:, .… sont des pôles pour Re en 


’ : di , 
effet, aux environs d’un de ces points ax, + admet un déve- 


loppement de la forme 


ai 
eu Dh la Tee. ile CE 
dt 


D'autre part, ce point étant ordinaire pour |’, la série de 
Taylor donnera aux environs de ce point 


dl’ &I\ # 
RE TI Fat 
= (1 Jay + ( RS ( dt? je F2 y 
On aura donc 
f l'A—— rip, 
ae 


2x désignant le résidu 


: / al’ À jy AY 15 
(8) Or art(l Ja + ux(Qr) + Le pen, 


et, par suite, 


586. Calculons enfin le dernier terme de l'équation (5). 
L'intégration par parties donne 


fr d=W— [1 da’. 
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Or, lorsqu'on parcourt la suite des lacets XL”, 1 ne change 
pas et l’s’accroît de la somme de ses périodes polaires ; mais 
celle-ci est nulle. Donc Il reprend sa valeur imitiale, et l’on 
a simplement 


0] 


DA l'd=—Ù I dl’. 
de 


A 
DE à Vert x ; 
Mais, pour l'expression 1 -—; les points a’, a',...sontdes 
1 Ï P dt 1) { 
pôles, dont les résidus se calculeront comme les précédents 
) ; 
et seront de la forme 


il 
(9) di da (Dai + 3 (9) 


a 


Nous obtiendrons donc finalement la relation fondamentale 


suivante 


l? 
E ! / [ 
(10) = D'adi—dig)=S pr —Ÿ pr 
1 


les résidus p; ou p, relatifs à chaque point critique étant 
calculés comme ci-dessus. 


987. Appliquons cette formule au cas où F=logF, 
F désignant une fraction rationnelle en 3, w. 

Les périodes c;, d, de cette fonction étant des multiples 
de rt, le premier membre de la formule (10) se réduira à 
une fonction linéaire homogène, à coefficients entiers, des 
périodes cycliques de I. | 

D'autre part les points critiques de log F sont les zéros et 


les pôles de F, et la partie infinie du développement de 

dlogF 
dt 

pour un zéro b’ de multiplicité y”. 


sera — p67!, pour un pôle b de multiplicité np; u'47!, 


On aura, par suite, 


DNA D 


ou, si l’on considère un zéro de multiplicité y’ (ou un pôle 


INTÉGRALES ABÉLIENNES,. 653 


de multiplicité u) comme résultant de la coïncidence de ue 


zéros simples (de x pôles simples), 
dei = D Cl — D (Ds 


les sommes du second membre s'étendant respectivement à 
tous les zéros simples et à tous les pôles simples de F. 

Si donc nous concevons de considérer comme équivalentes 
deux quantités qui ne diffèrent que par des fonctions linéaires 
homogènes, à coefficients entiers, des périodes de I, Péqua- 
uon (10) nous donnera l’équivalence 


(11) DOUTE DT 


2x désignant l’expression 


4 dogF 
ETATS AE 1 nn mem Een 0 
dt CE 


588. Supposons que la fonction Î se réduise à une 
constante C. Elle n'aura pas de point critique, et toutes ses 
périodes s’annuleront. La relation (11) se réduira donc à 


CUN'—N)=o, d'où  N—N, 


N désignant le nombre des pôles b de F, N’'le nombre de 
ses zéros 0’. 

Soit d’ailleurs À une constante arbitraire. La fonction 
F — À ayant les mêmes pôles que F, en nombre N, aura 
N zéros. Nous obtenons donc ce résultat : 


Le nombre des points pour lesquels une fonction ration- 
nelle F de z, u prend une valeur déterminée À est indé- 
pendant de À et égal au nombre des pôles de F. 


589. On déduit aisément de ce qui précède la démons- 
tration d’une proposition célèbre, connue sous le nom de 
théorème d’ Abel. S 
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Soit Ÿ un polynome entier de degré m; les deux courbes 
f et Ÿ se couperont en mn points. 

Supposons que les coefficients de Ÿ varient simultanément, 
d’une manière continue et suivant une loi quelconque. Les 
points d’intersection se déplaceront et décriront sur la surface 
de Riemann des lignes continues L,, Lo, ..… 

Soient d, et Ÿ la forme initiale et la forme finale du poly- 
nome variable ; les lignes L,, L,,... auront pour origine les 
points d’intersection ,, b,, ... de f et de Ÿ, et se termineront 
aux points d'intersection bi, b,, ... de f et de d. 

Soit Î une intégrale abélienne, dontles points critiques &,, 
@2, .. ne soient pas silués sur les lignes L,, L,, ... Les mn 
intégrales s ; 

a, | di, 


e L, Le L, 


auront des valeurs finies et déterminées. Le théorème d’Abel 
a pour objet de déterminer la somme de ces intégrales. 


fAa= (be, 


Ÿ Le 


On a évidemment 


D'autre part, la fonction rationnelle 


Ÿ 

Lo 
a pour pôles les points b,, b,, ... et pour zéros les points D, 
b,, ... En lui appliquant la formule (11), 1l viendra 


» 


Yfa=yu dre > 


Lx 
N C Ar 4 qy 
= 4 log À + y loi Ne, à 
QU / a, dt Yo/a, a 


2 
590. Mais il est aisé de voir que les deux membres de cette 


formule sont non seulement équivalents, mais égaux. 
En effet, ils le sont à l’origine du mouvement où 4 = %,. Car 
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. = (pi ’ ’ \ 
le premier membre s’annule. D'autre part, Æ étant égal à r, 
0 


son logarithme se réduit à un multiple de 276, et les dérivées 
de ce logarithme par rapport à £ s’annulent. Le second 
membre se réduit donc à un multiple de la somme des 
périodes polaires — 2 r{47,, laquelle est nulle (580). 

Si d’ailleurs on fait varier le polynome % d’une manière 
continue, à partir de sa forme initiale d,, les deux membres 
varieront d’une manière continue; car les points ay n'étant 
pas situés, par hypothèse, sur les lignes L,, L,, ..., ne seront 

qy 


à aucun instant des points critiques pour log _e 
0 


Le module de la ditiérence des deux membres ne peul 
donc varier que d’une manière continue. Si donc il cessait 
d’être nul et devenait, à un certain moment. égal à à. il 

?] 1 O 9 
prend rait nécessairement dans l'intervalle toutes les valeurs 
comprises entre o et à. 

Mais, les deux membres étant équivalents, leur différence 

) q 
est représentée à chaque instant par une expression de la 
tOimeDrior io My, en désignant par w,.., w, les 
périodes de LL. Il faudrait donc que tout nombre compris 
entre o et 0 fit partie de la suite des nombres 


(42) Toi. lt, ge 


Or il est aisé de voir que cela est impossible. Ordonnons, 
en effet, les nombres (12) de la manière suivante : 

Nous mettrons en tête, en les disposant dans un ordre 
arbitraire, ceux d’entre eux (en nombre linnté), pour 
lesquels | #2,|+...+/|m,l—=1; puis, dans un ordre arbi- 
traire, ceux en nombre limité, où cette somme est égale à 2, 
et ainsi de suite. Tous ces nombres sont ainsi disposés en 
une série, où chacun d’eux figure à un rang déterminé. 

Soit à, le premier terme de la série dont la valeur tombe 
entre o et 0. Si la série contient des termes dont la valeur 
soit comprise entre à et à,, ils ne viendront qu'après celui- 
là. Soit 9, le premier d’entre eux. Si la série contient des 
termes dont la valeur soil comprise entre à, et à, ils ne 
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. ns \ AN . . . 
viendront qu'après %,. Continuant ainsi, nous formerons 
deux suites de termes, les uns croissants 


AN 
Ojs O4 O5, LT 
les autres décroissants 
N N 
O»;, 0, O6: JOECN.) 


mais plus grands que les précédents. D'ailleurs, chacun de 
ces termes 0, étant plus éloigné dans la série que Gin ie 
rang qu'il occupe et, a forttort, le rang occupé par les autres 
termes compris comme Jui entre Ô,_: et »_,, ne saurait être 
moindre que 7. 

Cela posé, si les deux suites précédentes s'arrêtent à un 
dernier terme à,, la série ne contiendra aucun des nombres 
compris entre 0y_1 et 0x, et notre proposition sera établie. 
Si, au contraire, les deux suites contiennent un nombre de 
termes illimité, les nombres Ô,, 03... tendront vers une 
limite À, et les nombres 0,, à,, .. vers une limite A égale ou 
supérieure à À. Le nombre A ne peut figurer dans la série; 
car 1l y devrait occuper un rang déterminé m; mais, À étant 
compris, quel que soit », dans l'intervalle de ,_» à 0,_,, ce 
rang serait au moins égal à », quel que fût ce dernier 


uombre; ce qui est absurde. 


591. Nousaurons donc, comme expression du théorème 


d’Abel, la formule 


à AT / d l 
3 D me D AE à OU se) 
(13) De AZY | au (108 A " as (rte ir Re ‘ 


L £ U d d * Le 
Les expressions {—) ; | — log s) > …. sont évidemment 
do a dt ? d 
T k 0 / «tk 


rationnelles par rapport aux coefficients de Ÿ et de ds. 

Le second membre de la formule précédente se compose 
donc d’une partie logarithmique et d’une partie rationnelle 
par rapport à ces coefficients. 
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992. Deux cas particuliers doivent être signalés ici : 
On dit que l’intégrale L'est de première espèce, si elle n'a 
aucun point critique. Dans ce cas, le second membre 
disparaît, et l’on a simplement 


(14) NES 
Ly 


L'intégrale I sera de seconde espèce, si, tout en admettant 
des points critiques, elle n’a pas de périodes polaires. Dans 
ce cas, les résidus 4}, seront tous nuls, etle second membre 
se réduit à sa partie rationnelle. 

Enfin l'intégrale sera de {rotsième espèce, si elle a des 
périodes polaires. 


993. Remarque. — Il peut arriver que Ÿ varie de telle 
sorte que quelques-uns de ses points d’intersection avec f 
restent fixes. Leurs trajectoires L; se réduisant à de simples 
points, les intégrales correspondantes disparaitront du 
premier membre des équations (13) ou (14), qui ne contien- 
dront plus que les intégrales relatives aux points d’inter- 
section variables. 


DA SOIN O1 (31: Li). . Ou — (zur Up) desSpoints 
variables, décrivant simultanément sur la surface de Riemann 
des lignes arbitraires L,, ..., L, (ne passant pas par les 
points critiques de l'intégrale [). Nous pourrons déterminer 
une courbe w, adjointe à f et d’un degré assez élevé pour que 
son équation contienne plus de 4 coefficients arbitraires. On 
pourra donc déterminer ses coeflicients, en toutou en parue, 
par la condition que © passe par les points 5,, ..…., by, et, 
s’il reste encore des arbitraires, on achèvera de déterminer © 
en la faisant passer par des points fixes y,,2,..., choisis à 
volonté sur f. Les coefficients de l’adjointe ainsi formée sont 
ralionnels et symétriques en 31, &1,..., Su, Uy. Elle coupera f : 
1° en certains points fixes simples ou mulliples; 2° aux 

J. — II. 42 
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points variables (3,, u,),..., (3y, uu) ; 3° en p autres points 
variables (z,, u,),..., (31, u,). 
Les coordonnées de ces derniers points sont des fonctions 
algébriques de z,, u,, ..…., zu, u,. Pour les obtenir, éliminons w 
nire les deux équations 


DZ) 10; Ta) —)0;: 


Soit Z — o l’équation finale. On connaît d'avance celles de 
ses racines qui correspondent aux points fixes, et les racines 
Zis .,) Zu. Oupprimant ces solutions par la division, il 
restera une équation Z'— 0, de degré p, pour déterminer 
3... 3 . SOI 3, l’une de ses racines; la valeur corres- 
pondante u' s’obtiendra en cherchant la solution commune 
aux deux équations 


HÉSIAU) 0 ACT) 0" 


Elle sera unique (si Z/= 0 n’a pas de racine multiple) et 
q P P 


s’exprimera rationnellement au moyen de z! 


et de zu 
Zu Up 

Lorsque les points (z3,, ui), ..., (su, uy) décriront Îles 
trajectoires L,,..., Ly, les points (z,, u,),..., (2; u,) 
décriront des trajectoires correspondantes L,, ..., L!,; les 
autres points d’intersection restant fixes, on aura, par le 


théorème d’Abel, 
U P 
D: fa+y f au, 
LULx 1U Le 


M étant une fonction rationnelle et logarithmique des coef- 
ficients de © et de ©,, et par suite des quantités 3,, &wy, .…, 
Zu, Uu et de leurs valeurs iniliales 26, Uo; ..., Zu, ue. 
Nous obtenons donc cette nouvelle proposition ; 


La somme d’un nombre quelconque d’intégrales abé- 
liennes semblables est toujours réductible à une somme 
de p intégrales analogues, prise négativement, plus un 
terme complémentaire, algébrique et logarithmique. 
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IIT. — Réduction des intégrales abéliennes. 


995. Une intégrale abélienne hr dz est déter- 


minée à une constante près, lorsque l’on connaît : 1° ses 
p premières périodes cycliques ci, ..…., cn; 2° la position 
de ses points critiques &i, &:, .…, et aux environs de 
chacun de ces points, tel que ax, la partie infinie de son 


développement (ou, ce qui revient au même, la partie 


infinie œyy£ "+... az.é! du développement de sa dé- 
Hs dz 
rivée F a) 

Soient, en effet, 1, [deux intégrales pour lesquelles ces 
divers éléments soient les mêmes. La différence 1 — [sera 
une intégrale abélienne sans point critique et dont les 
premières périodes cycliques sont toutes nulles. 

Or, nous avons vu (579) qu’une intégrale abélienne 
J—P+Qr sans points critiques, et dont les périodes 
cycliques sont 


G. Li ar. es \ AU 
bn Yet lY dr = 0x + Lo}, 


se réduit à une constante si l'intégrale | P 4Q n'est pas 


K 
positive; d'autre part, cette intégrale est égale (583) à 


P € 
D? CARO PES dxyr) 


Or, pour l'intégrale 1 — F’, les quantités 4, y; sont nulles, 


Donc fee dQ sera nulle, et [ — L’est une constante. 


-_K 


596. Supposons les éléments ci-dessus donnés & priori, 
et proposons-nous de déterminer l'intégrale abélienne corres- 
pondante. Elle ne pourra exister que si la somme des 
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résidus 4x, est nulle. Nous allons voir que cette condition 
est suffisante. 

Soit À une courbe de degré m telle que, parmi ses points 
d'intersection avec f, il y en ait au moins 1, confondus en 
&, 2 confondus en 4, ete. On pourra toujours salisfaire à 
ces conditions en prenant »2 suffisamment élevé. 

Nous allons établir que l’intégraie cherchée existe, et 
qu'elle est de la forme 


12e 
D désignant une adjointe convenablement choisie parmi 
celles de degré m2 + n — 5. 


997. Cherchons, à cet effet, quels sont les points de la 
surface de Riemann aux environs desquels l'expression 


devient infinie. 


Aux environs d’un point (€, vu), situé à distance finie, 
dz 


= 
F sera fini. Cela est évident, si SJ n'est pas nul au point 
ou 
considéré. 
Si - = O,Mars de. o,il en sera de même, car de l'équa- 
uon f = 0 on déduit 
2 du 
RNA 
LI Ua 
du Ôz 


el le second membre reste fini. 


re La, Of 
Enfin, si AN ee 


È “4 L : \ 
= 0, le pont($, u) sera multiple. Soit » 
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son ordre de multiplicité. À une valeur 3 = € + 4 voisine de £ 
correspondent x valeurs u,, ..., u,3; celles de ces branches 


qui se croisent au point multiple auront des développements 
de la forme 


TR RTE En Re EE UE CEE ns 
les coefficients angulaires €,, ..., c, de leurs tangentes 


étant différents; les autres développements seront de la 
forme 


HLeaUs Do PREUVE ren vu), 


vx différant de v. 

Si donc on prend sur l’une des branches qui passent au 
point multiple, sur la première par exemple, un point (3, wi) 
voisin de (6, vu), l'expression TL qui est égale à un facteur 
constant près au produit | 


(Ui—U2)...(Ui— Un), 


sera d'ordre y — 1. 

Mais, d'autre part, ® ayant au point (£, uv) un point 
muluiple de multiplicité y — 1, son ordre sera au moins égal 
à y — 1. Le quotient restera fini. 

Considérons enfin un point situé à l’infini. À une valeur 


: ST | , 
infinie de 3 — É correspondent n développements 


LR Pen 
PR TEE D LRU POP aires 


el le produit 
(U3— Us)... .(Ui— Uy) 
; at dz ; 
sera d'ordre — (nr —1). D'autre part, ni St d'ordre — 2. 
Enfin ®, polynome d'ordre n + m —3, est d’un ordre au 
moins égal à —"{(n + m— 3). Donc 


ad? 

tr D ST 
or 
du 


r 


vestera fini au point considéré. 
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Quant à À, son ordre en un point (6, v) à distance fimie 
sera égal au nombre À des intersections de A etde f qui sont 
concentrées en ce point | À étant nul, si (6, uv) n’est pas un 
point d’intersection |. Pour un point à l'infini, cet ordre 
SÉTA UT N 

Donc l’expression 


ne devient infinie qu'aux points d’intersection de f et 
de A; et si l’un de ces points b; compte pour À; inter- 
sections, elle deviendra infinie d'ordre À; (au plus). 

La partie infinie de son développement | 


(1) Bi +, Bit 


s’obuendra aisément par la division. 


598. Si nous prenons pour ® l’adjointe la plus générale de 
son degré, elle aura pour coefficients des fonctions linéaires 
et homogènes de mn + p — 1 paramètres indéterminés (t. I, 
n° 600). (Nous supposerons ici m>0o; s'il était nul, le 
nombre des paramètres serait p.) 

Le nombre total des coefficients B est égal au nombre mn 
des intersections de A et de f. Ces coefficients sont évi- 
demment des fonctions linéaires et homogènes des para- 
mètres. La somme des résidus étant nécessairement nulle, 


D Bec. 


qui permetlra d'exprimer l'une de ces fonctions, telle que B,, 


on aura la relation 


au moyen des autres. 

Désignons ces dernières par Bys. 

Les p premières périodes cycliquesF,,..., 1, de l'intégrale 
considérée sont évidemment aussi des fonctions linéaires et 
homogènes des paramètres. 
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Le déterminant des mn — 1 + p fonctions By, T,, .., ln 
n’est pas nul; car, s’il l’était, on pourrait déterminer les 
rapports des paramètres de manière à les annuler simul- 
tanément. L'intégrale abélienne ainsi obtenue n'aurait plus 
de pôles, et ses premières périodes cycliques seraient 
nulles; mais elle ne peut se réduire à une constante, car sa 
différentielle n’est pas identiquement nulle; 1l y a donc 
contradiction. 

Le déterminant n'étant pas nul, on pourra choisir les para- 
mètres de manière à donner aux fonctions linéaires By,,1,,..., 
l', un système de valeurs arbitraires. 

On pourra donc faire en sorte : 

1%Quel,,.., D; prennentles valeurs assignées c,, 
Cp; 2° que le polynome (1) s’annule pour tout point b; qui 
ne fait pas partie de la suite des points &;, &2, .…., etse 
réduise, si b;— ax, au polynome donné 


REURCANE EN. ty: Le. 


Les coefficients B,, et #,, du terme en #7! dans les 
développements relatifs au point b,— a, échapperont seuls 
à l'identification directe; mais, comme on a, d’une part, 


DT UE 


et, d'autre part, par hypothèse, 


CE 


ces deux coefficients seront encore égaux. 


599. /ntégrales de première espèce. — Si l'intégrale 1 
n’a pas de point critique, on pourra supposer m0; À se 
réduit alors à une constante. La forme générale des inté- 
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grales de première espèce sera donc 


désignant une adjointe d'ordre n — 3. 


Nous pourrons déterminer une intégrale de première 


espèce 
= PET 
Of 
ou 


telles que toutes ses premières périodes cycliques x, ..., Cap 
soient nulles, sauf l’une d’elles cxx, laquelle ‘sera égale à 
l’unité. Nous désignerons ses secondes périodes cycliques 
par dy, .…. dxp. 

Nous obtiendrons ainsi p intégrales particulières E,, ..…, 
E», que nous appellerons intégrales normales de première 
espèce. 

La formule (10) du n° 386, appliquée à deux intégrales 
normales E;, Ex donnera évidemment 


=} 


(a) O ED (Cudrr— dcr) = dri— din. 


1=A 


600. Une intégrale abélienne 1, ayant pour premières 
périodes cycliques ci, ..., Cp, peut évidemment se meltre 
sous la forme | 

I—cE, +...+c,E,+ 7}, 


l’étant une intégrale réduite, dont les premières périodes 
cycliques sont nulles. 

Dans l’étude des intégrales de deuxième et de troisième 
espèce, nous pourrons donc nous borner à la considération 
des intégrales réduites. 


GOT. Zntégrales de seconde espèce. — Nous pouvons 
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construire une intégrale réduite FŸ n'ayant qu'un seul 
pôle &, aux environs duquel la partie infinie de son déve- 


: dF*' 
loppement se réduise à £-E (celle du déve a 2 
PP S ( léveloppement de —> 


se réduira à — ue 4 !), 

Soient d},, .…., d}, ses secondes périodes cycliques. Leur 
valeur s’obtiendra en appliquant la formule (10) du n° 586 
aux deux intégrales Ex; et FÉ; 1l viendra 


a 
re D ANR AANTIMO dz ù 
(5) RE (Te 7 If A Of dt 
ou 


Cette expression est une fonction algébrique des coor- 
données €, u du point a. Si ce point n’est pas à l'infini, et si 


of. 
… n'y est pas nul, on aurat = z—%,etle second membre 
se réduira à 
Er IS RÉTIE CE DE 
CR El PO CE) 
d> 


Le théorème d’Abel, appliqué à F7, donnera, d'autre part, 
k — 1 Li d 
(4 FAT SRE ee et EP Pi te LE 
(4) > 18 GT OTETRERETT ( die 


602. Une intégrale réduite de seconde espèce I (et, en 
particulier, une fraction rationnelle en 3, w), admettant les 
pôles &,, &>, .…., et ayant pour partie infinie de son déve- 


loppement, aux environs de a;, un polynome 
LH AMD De Ru CA 1 CH 


pourra se mettre sous la forme 


t 


(5) IY (amEai+...+ an Fa) +, 
LA 


C désignant une constante. 
En eflet, la quantité C définie par celte équation est une 
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intégrale abélienne qui n’a ni pôles, ni premières périodes 
cycliques. C’est donc une constante. 

Réciproquement, une expression de Ï la forme (5), où 
les quantités 4 et C sont des constantes indéterminées, est 
une intégrale réduite de seconde espèce, n'ayant de pôles 
qu'aux points &,, &:,.. avec des ordres de multiplicité au 
plus égaux à m,, m2, ... (ces ordres de multiplicité pouvant 
s’abaisser si quelques-uns des coefficients x sont nuls). 


603. Pour que cette expression [ se réduise à une fraction 
rationnelle, 1l faut et il suffit que ses secondes périodes 
cycliques 

Sat À 
D (œn dates Or Lave) 


t 


soient toutes nulles; car ce sera alors une fonction uniforme, 
n'ayant pour points critiques que des pôles. 

Ces polynomes 0x, au nombre de p, contiennent les indé- 
terminées 4, en nombre » mi q. Is peuvent être liés par 
des relations linéaires; soit &« le nombre de ces relations. 
Nous aurons à satisfaire à p — s équations distinctes. 

Si p—szq, on ne pourra y salisfaire qu’en supposant 
les & tous nuls, et I se réduira à la constante arbitraire C. 

Si p—T3<q, ces équations détermineront p—s des 
quantités & en fonction des autres et Î contiendra encore, 
sous forme linéaire, 9 — p+s +1 NENTES (y compris 
la constante C). 

Pour trouver la signification du nombre 6, nous remar- 
querons qu'une relation linéaire 


hd+... + Ap0p = 0; 


entre les polynomes 04, éqnivaut au système des relations 
« 
> hÉTErE=0, .., N PA ak —= © ss tele 


Remplacons les périodes d par leurs valeurs (3), 
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posons 
o LE À Paire CR + À TE 


Ces relations deviennent 


AND à (5 CÉSSMONECTE 

= \ —=0o me. —— — — | —o, “ES 
of dt î d OUEN OPEL 

_du A7: du 7 


Elles expriment que, parmi les 2p — 2 points d’inter- 
section de f avec l’adjointe ©, de degré 7 —3, autres que 
ceux qui se trouvent aux points multiples de f, d'après la 
définition même des adjointes, m, coïncident avec @,,..., m; 
avec «a;j, elc. 

Si nous avons, entre les polynomes à, 5 relations linéai- 
rement distinctes, nous aurons donc & adjointes © linéai- 
rement distinctes jouissant de la propriété précédente, et 
réciproquement. 

Nous pouvons donc formuler la proposition suivante : 


Vaéorime DE Riemann-Rocn. — Soient a;, ……, à 
gpoints quelconques (distincts ou non); o le nombre des 
adjointes d'ordre n—3 linéairement distinctes, qui 
passent par ces points. 

Les fonctions rationnelles de z, u, qui n'ont aucun 
pôle en dehors de ces points, dépendent linéairement de 
{q—p+s+i constantes arbitraires,  q > p— 5; elles 
se réduisent à une constante, St q Zp — 5. 


60%. Cherchons l'expression explicite de ces fractions 
ralionnelles. 
Soit d'abord 5 > o, et soit 


O—=p+...+ Vo 


l’adjointe la plus générale de degré » — 3, qui passe par les 
; o Le 

points @i, .…, 4j. On peut déterminer les constantes À de 
manière à la faire passer par os — 1 nouveaux points choisis 
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à volonté ; mais le nombre total de ses intersections avec f 
est 2p — 2; on aura donc l'inégalité 


4 FC 1-24: 


Soient b,, …., b,, les points d’intersection de «, avec f, 
autres que &,, .…, & 3; et soit 5’ le nombre des adjointes 
d'ordre x — 3 qui passent par b,, ..., db. La fonction ration- 
nelle la plus générale, n'ayant de pôle qu’en ces points, 
contiendra g'— p + s'+1 constantes arbitraires. Mais la 


fonction 
À Di + CE + À Do 
RE ne D LU DEAD 

9: 


[l 


ui en contient 5, Jouit évidemment de cette propriété; on 


aura donc 
g' —p+s'+1Sc. 


Si nous échangeons dans le raisonnementles points &,, .…, 
“y eUD,,..…., b,,, nous trouverons de même 


= 488 M 
qg—p+c+150'; 


ajoutant ces inégalités, et remarquant que g + g'=2p — », 


1l vient 
Ci CS0 + ge 


Donc les deux membres des relations précédentes ne 
peuvent être inégaux, el l’on a nécessairement 


d'—p+s'+i=o, 4 =p +0 +10 
Soit maintenant 
DA Pi He. + ÀGr Po 


l'adjointe la plus générale qui passe par les points ,, .…., 
d,,. La fonction rationnelle 


ste 


ne pourra devenir infinie qu'aux points @,..…, &g, et 
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contiendra le nombre voulu de constantes arbitraires pour 
être la plus générale de cette espèce. 


605. Soit maintenant 5 — 0. En prenant 72 assez grand, 
nous pourrons déterminer une adjointe D d'ordre n? — 3 + ne 
passant par Îles points à, .…, a. Elle coupera / en 
mn + 2p — 2 — q autres points 4, bs, ..….. Soit W l’adjointe 
du même degré la plus générale parmi celles qui passent par 
les points D; elle contiendra encore (au moins) g — p +1 


e 


x : è : LE à e : 
paramètres arbitraires. D'ailleurs Se devient infinie qu'aux 


points &@y, .…, &y. Ce sera donc Ja fraction rationnelle 
cherchée, et le nombre des paramètres sera précisément 
HE pEtT Le 


606. Soit, en particulier, g = p + 1. On pourra prendre: 
pour D'une adjointe de degré n —2; W contenant deux. 
paramètres sera de la forme ÀD + ,%,, et l’on aura 


re 


— = À +) me 


\1 mn 
I . D, 5] 4 
a fonction as ayant p +1 pôles @i, ..., Ap+1 prendra une 


, l # 
valeur donnée — en p + 1 points 
\ 


Xy=— (31 ui); TUE Xp+1 — (3p+1 Up+1): 


Ces points seront évidemment ceux des points d'inter- 
section des courbes 


PRE NE D —uD,—0 


qui varient avec u. Pour u —o, ils se confondent respec- 
livement avec @i, .…., Gp; lorsque nu varie, ils décriront des 
lignes L,, ... L,.,; et l’on aura, d’après le théorème 


d’Abel, 


i=pl 


D | du CORRE 


Le 
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ou, en différentiant, 


VE) 11e | 


= Ok(3is u;) da; ns: BL Se 
(06) vs NP PART VE air (KITS PORTES 
T1 du; 


Ce système d'équations différentielles, joint aux relations 
FRA TI EERS se € (ER UIN0; 
et aux conditions iniliales 
Es Latest 0. PU), = 


(Si, vi étant les coordonnées du point &;), suffit, comme 
nous le verrons dans la théorie des équations différentielles, 
à définir 3:, w2, ... en fonction de 3,. 

Mais on peut établir entre ces variables un système de 
relations algébriques équivalent au précédent. En effet, les 
foncuons symétriques des coordonnées 3,, 44, ..., Spyis Up 
sont évidemment rationnelles en , qui, [ui-même, en vertu 
de la relation 


le D,(z,, wi) Ta a Di(3p+1 Up+1) ES 2%, (3; u;) 
D(:;, U) D(Sp+1: Up+1) 2®(:;, U;) 


est une fonction de même nature. 

Les équations ainsi obtenues, entre Îles fonctions symé- 
triques de 3, &i, 32, Ur, .., Ont leurs coefficients rationnels 
par rapport à ceux de ®, ®,, lesquels sont évidemment 
rationnels et symétriques en C,,u,, Ge, Ve, .…. Par l’élimi- 
nalion de ces dernières constantes, on relrouverait les 
équations différentielles. 


607. Parmi les intégrales FF, au moyen desquelles nous 
avons exprimé toutes les intégrales réduites de seconde 
espèce, la plus simple est celle où = 1. Nous l’appellerons 
l'intégrale élémentaire de seconde espèce. On peut la 
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mettre (596) sous la forme suivante : 
" PE D, dz 
(7 ) a on DA 


PO 


À, désignant la tangente à fau point @, et D, une adjointe 
convenable de degré nr —-2 (passant évidemment par les 
n — 2 points d'intersection de f et de A, autres que a). 

Ses secondes périodes d,, seront données par la formule 


RENE ER 
fi RUES Le Of dt 
du r 


Soient &i, ..., @p, p points quelconques non situés sur une 
même adjointe de degré n—53. Le déterminant des p? 
périodes d., ne sera pas nul. 

608. Toute intégrale réduite 1 de seconde espèce pourra 
se mettre sous la forme 


(9) IAE; +. a el À Fa, + Fe 
R désignant une fraction rationnelle. 


Soient, en effet, à,, ..., 0, les secondes périodes de I. Si 
nous déterminons les constantes À par les relations 


pe À; dirt. LU he dar (K EN 0 CE Ps jee 


l'intégrale R, définie par la relation précédente, aura toutes 
ses périodes cycliques nulles. Elle sera donc rationnelle. 


609. Zntécrales de troisième espèce. — Une intégrale 
de troisième espèce admet au moins deux points critiques 
logarithmiques, la somme des résidus devant être nnlle. 

Nous appellerons #ntégrale élémentaire de troisième 
espèce, et nous représenterons par GŸ l'intégrale réduite qui 
a deux pôles & et b, et dont les développements aux environs 
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de ces deux points ont respectivement pour parie infinie 
— loge et + log €. 

Cette intégrale pourra se mettre sous la forme 


(10) nr dz 
Au —— a 


A45 désignant la droite qui joint les points «, b, et D, une 
adjointe de degré 72 —32 (laquelle devra passer par les 
n—2 points d'intersection de 4,4 autres que @, b). 

Soient dass, ..., dabp Ses secondes périodes cycliques. En 
la formule (10) du n° 586 aux intégrales Ex et G?, appliquant 
on trouvera : 


I 


(11) Sri dabk = (Ex hs — (Ex)a- 


La même formule, appliquée à F£ et à G?, donne 


I dut NDS 
NT) pu ——— {© — © — \. 
(12), Lo = (Fr), TS Da TR 
Ab 
du / « 


Appliquée à Get GÉ, elle donne 


tr 187 (G£ Ja — (Go + (GE 


ou 


8 .b 
(13) 3 nel dG$ 
(° 4 “a 


(les intégrales étant prises suivant des lignes qui restent dans 
la région délimitée par le contour K et les lacets des points 
a, b, x, B, région dans laquelle les intégrales G2 et G$ 
restent monodromes ). 

Enfin, le théorème d’Abel (591), SOPHINÉ à l'intégrale Gf, 


ANR en désignant par Co, Lo et C4, v, les coordonnées 
des points a et b, 


EE FA LACET] S1s Ÿ Vi) UTEQR vo). 
(14) > (ee LE REINE ARTE vi) PH Do(Ëos Lo) 
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610. Toute intégrale abélienne L est la somme d'une 
fonction linéaire d’intégrales élémentaires de troisième 
espèce et d’une intégrale de seconde espèce. 

Jolent, en ellet; a1,.…, a, les points critiques de |; 
À1, .., À, les résidus correspondants. Posons 


LG PP GR. 


a fonction complémentaire R n’avant plus de périodes 
arf L pl L KR n’ay l P 
polaires (en vertu de léquation À, +...+ À, — 0) sera une 
intécrale de seconde ÉD Ce 


IV. — Inversion. 
Ce di 2D Up) Di DOIDIS 


mobiles, partant des positions initiales @,6—(2310; Uio)s..., 


Apo —=(3po+ Upo); Et Soient, comme précédemment, 


©. dz 
Ex, — of ÈS IRAN) 
Qu 


les p intégrales normales de première espèce. Soient enfin 
e1, .…, eh de nouvelles variables, liées aux premières par les 


relations 
O1 (3;, U;) ds; 
(1) Dre te, Bi 1e E D). 
du; 


On en déduit par l'intégration 


(>) D, J dtx= ci — er0 (HEURE 0) 


L; désignant la ligne décrite par le point a; et ex la valeur 
initiale de ex. 
Si l’on fait varier les lignes L; sans changer leurs extré- 
mités, on obtiendra pour chaque position des points a,, …., 
LAS 3 6 13 
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a» une infinité de systèmes de valeurs pour e,, ..…., e,. En 


! 


#» ils auront évidemment 


désignant l’un d’eux par e°, .….,e 
pour forme générale 


f 
ex = er + Sr + > hr dys, 
l 


dx, -., dxp étant les secondes périodes cycliques de Ey, 
et 2x, y des entiers positifs ou négalifs. 


612. Le problème d’inversion des intégrales abéliennes 
consisle à trouver réciproquement l'expression des quantités 
z;, ui en fonction de e,, ..., e,, considérées comme variables 
indépendantes. 

Étudions la marche de ces fonctions aux environs du 
point (@:0, ..., Epo). Les quantités 3;, u; étant voisines deg, 
Uis pourront être développées suivant les puissances entières 


: dEz 
et croissantes d’un même paramètre {;; el Tr.” restant fini 
e 


pour {;—=0, admettra un développement en puissances 
entières et positives, tel que 


dE. 
dl; 


Lu 0 É ü 2 ù 
= Qi + Ai li + Oki Li + ,..., 


Les nouvelles variables {; seront des fonctions implicites 
de e,, ..., e», déterminées par les équations 


ti 
(3) Dai (ahti +...) dt; — (er; — exo) =o (FEI pr 
Leg 


Le jacobien des premiers membres par rapport aux 
variables £; sera le déterminant D des quantités 


PRICE en 
Pour £,—=...—1t,—= 0, Dse réduit au détérminant-D/°des 
P 1 
quantités a}. 


Si D, n'est pas nul, les équations précédentes définiront 
effectivement (t: I, n° 195) des fonctions #,,.-""1900es 
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variables e,, ..., e,, lesquelles fonctions sont synectiques 
aux environs du point (e,0, :.., po): 


613. Le déterminant D, s’annule dans les deux cas 
suivants : 


1° Les points &19, ..., &po, tout en restant distincts, sont 
situés sur une même adjointe © =— Ai... p%p de 
deoré n — 3. 

En eflet, cette condition est exprimée par les p équations 


à AL == 0 ten) Le MES BR 
kÆ 


et, pour qu'on puisse y saüsfaire autrement qu'en posant 
; 3 | 


D — 0 ul aubetnlsuiitique D'soit nul. 


... 


DO DIUSICUTeMpOINLS 210. Gp: par exemple Gi5, 
&yo Coïncident. En effet, dans ce cas, les développements 


0 ! LES 
Ch + Ali +... (ND EEE Ne 


étant opérés aux environs du même point, auront les mêmes 
coefficients, el D, aura colonnes identiques. 

Le déterminant D aura [ui-mème deux colonnes identiques 
lorsque deux des variables £,, ..., 4, seront égales: il est 
donc divisible par le produit P de leurs différences, et l’on 


aura 
DEPDS 


D' étant un nouveau déterminant, qui, pour {4 —=...=1{}—=0 


se réduit à 


0 PES OS 0 
Œyts Œis A1 » Aiu+i A ip 
th ds PTE AE SVP AMIE : 
0 
0 ter 0 
GRR Te A Ter eee XL, 


Prenons pour nouvelles variables, au lieu de £,, ..., &y, 


les sommes de puissances semblables 


. 
DE NE 
1 1 
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Le jacobien de s;, ..., s, par rapport à £,, ..., &, sera 


I I 
L A 
| É ; LUE 
UE U—] 
Lol Le 


Le jacobien des premiers membres des équations (3) par 
rapport aux nouvelles variables $,, ..., Su, éus4, ..., €) Sera 


I 3 
donc Fa Derctss ED 


s nest pas nul, Si, Su 


seront aux environs du point(e:s; :.., epo) des fonctions 
synectiquést de 6;,..., €); elli, ..., lu STONE 
d’une équation algébrique, à coefficients synectiques. 

La condition D'= 0 exprime d’ailleurs qu'il existe une 
adjointe © = vo, +..+ À, passant par les points 
y41,05 «. Ap,o Et salisfaisant, en outre, aux relations 


Der Eee NAS > Àr GES 
à kVk1 , L ET} ? 


lesquelles expriment que de ses points d’'intersection avec f 
sont concentrés au points 19 —=...— Ayo: 


614. Nous avons ainsi élucidé la nature des fonctions 
t,, ..., t, aux environs du point (e36; ...; €po) sous la seule 
condition que les points &,6, ..., &py ne soient pas sur une 
même adjointe © de degré » — 3. 

Soit Y une fonction rationnelle dez, uw, qui ne devienne 
anfinie en aucun des points &,9,..., 4po. Aux environs du 
poinl &io, On aura pour Ÿ(z;, u;) un développement en 
puissances tel que 


UIETS Uj) 6; + B: Li +... 


Les sommes S,, S:, … des puissances semblables des 
quantités Ÿ (3;, u;) seront donc des fonctions synecliques de 
dis. th. D'ailleurs si Gi9— G20 —.:.— Ayo, les dévelop 
pements de L(z,, uw), ..., Ÿ(zy, wy) auront les mêmes coef- 
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ficients. Les développements de S,, S;, ..…. ne contiendront 
donc... /, queuipar les sommes s,, 52,1... de. leurs 
puissances semblables, qui sont synectiques en e,, ..., ep. 
Donc S,, S>, ... seront elles-mêmes synectiques en 
Ci, es Cp: 
S1, contrairement à Ce que nous avons supposé en premier 


lieu, Ÿ (3, u) devenait infini en quelqu'un des points &,5, 


i 7 


po tel que &;,, les développements de S,, S:, ..… contien- 
draient des puissances négatives de t, (ou, si &io —=...—= Ayo» 
des sommes de puissances négatives semblables de 4,,..., 4) 
lesquelles sont des quotients de fonctions synectiques. 

Donc toute fonction rationnelle symétrique Q des 
quantités Ÿ(z;, u;) sera aux environs du point (e,ç, ..., epo) 
une fonction synectique de e,, ..., €), Où un quotient de 
fonctions synectiques. 

On donne à ces fonctions Q le nom de fonctions 

abéliennes. 


615. Faisons varier e,,..., e, à partir de leurs valeurs 
initiales; on pourra suivre de proche en proche le mouvement 
des points &,, ..., a) et la variation des fonctions Q. On ne 
se trouvera arrêlé que lorsque Îles points &;,.…., a» 
atteindront des positions a,, ..., à, telles qu'ils soient situés 
sur une même adjointe de degré n — 3. 

IL est aisé de déterminer les valeurs e,,...,e, des variables 
._ indépendantes pour lesquelles cette circonstance se produira. 
Considérons, en effet, une adjointe variable, déterminée à 
chaque instant par la condition de passer par les points 
Aire). ps Dans sa première position 66, elle coupera fl 
aux Points 16 -.) Ap_1,o et en pP—1 autres points bo, 
84, ..., Bp_». Dans sa position finale o, elle la coupera aux 
points a, .…, &, et en p — 2 autres points b,, .…., bh_». 

On aura, d’après le théorème d’Abel, 


er ’ =) 
Re af a PES b; 
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On a d'autre part, d’après l'équation qui définit ey, 


p ai 
(9) > dEx = €; — exo CAE TR CNRS 
Ï = 


io 


On en déduit 
| 0e bi 
(6) ek— en | a Y | dE. CA EAP 


Ces systèmes de valeurs singuliers des quantités e; ne 
dépendent, comme on le voit, que de p—2 points va- 
riables D;. | 


616. Réciproquement tout système de valeurs 6°, ..., € 
défini par les relations (6) constitue, quels que soient les 
points b;, un point d’indéterminalion commun à toutes les 
fonctions abéliennes. 

En effet, par les p — 2 points b; nous pouvons faire passer 
un faisceau d’adjointes de degré n — 3. Soient & l'une 
quelconque d’entre elles, a;, .…, a, sesautres points d'inter- 
section avec /. Faisons décrire aux points mobiles &,,..., a» 
des lignes quelconques L,,..., L, parlant des &,5, ..., &po 


et aboutissant à à, dre Les fonctions e; définies par les 


Je 
équations (2) varieront suivant une loi déterminée et leurs 
valeurs finales e, seront données par les formules (5), ou, 
en vertu des équations (4), par les formules équivalentes (6), 
lesquelles sont indépendantes de l’adjointe particulière © que 
l’on a choisie. Si donc, considérant les ex comme variables 
indépendantes, nous les faisons varier de ex, à e, suivant 
une loi convenable, les points à4,, ..…., a» viendront aux 
positions finales a, ..., a,. Or celles-ci, variant avec le choix 
de l’adjointe ©, sont indéterminées. 


G17. Les fonctions abéliennes sont uniformes. Nous éta- 
blirons cette proposition en montrant leur identilé avec 
d’autres fonctions, uniformes par leur définition même. Nous 
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résoudrons en même temps le problème de l’inversion, en 
donnant leur expression explicite en fonction de e,, . 


GIS. Soient 
LA © 1 ! D À 
Pi Vi + iw,, dis Pp— Vp + 


p variables complexes indépendantes ; 


du = di = dis + id, PRES ANR SA DUAL EST TR 


des constantes complexes en nombre p?; m,,.. 


entiers réels, variables de — æ à +. Désignons 
forme quadratique 


L 
Y 


és dyimrmy, 
k,! 


par d la forme linéaire 


et considérons la série 


(7) OCR Pi > eTitp+Ÿ) 


Mise. Mp 


Elle sera absolument convergente, si la forme 


VD a 11 
Di ÿ _dryMrnu 
LT 


est toujours positive (sauf si tous les » sont nuls). 


De ) 211}: js 
k 


Posons en effet 


PU 


par 


© 
Î 


Nr 


… 11H40 


la 


Le terme général de la série O aura pour module e-T(g"+4") 


Or si les indices m,,..., m), où seulement quelques-uns 


d’entre eux, croissent indéfiniment, D" + Us tendra vers o, 


Tin Ja AN Tr : 7 Fa . P 
et la série > (OEM ERSerAPconversente NS 5 


(fl: 318). À plus forte raison la série > e-r(2/+Ÿ") dont 


les termes décroissent plus rapidement. 
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Si l’on dérive terme à terme la série @ par rapport à l’une 
des variables v, on obtiendra de nouvelles séries, dont la 
convergence s'établit de même. Donc ® sera une fonction 
analytique de #,, ..., 0). uniforme el entière. 


619. Elle est paire, car elle n’est pas altérée, si lPon y 
change le signe des variables, pourvu qu’on change en même 
temps le signe des indices de sommation. 

Elle reste également inaltérée, si l’on accroît de lPunité 
une des variables p,,..., 6h; Car son terme général se 
reproduit, multiplié par une puissance de e?= 1. 

Remplaçons enfin un des indices de sommation, tel que »y, 
par mu—1, et changeons en même lemps 6,, . ., ?» en 
Put durs p + dpi; © + Ÿ sera changé cn © + d—2v;—dy. 
. Nous obtenons donc la relation 


(8): -O (ei dir, te, E dis) ete vr ip, 0 Ce EE 


Donc, si nous remplacons plus généralement #,, ..., ?» 
? ] 5 ] D ) MAG : 
par de nouvelles quantités #,,...,v, définies par Îles 


relations 


(9) = ve ge + D lidrs (k=—1,...,p), 


gr et y étant des entiers, @ se reproduira, multiplié par un 
facteur exponentiel. 

Nous dirons que deux systèmes de quantités # et »', liés 
par des relations de la forme (9) sont équivalents; el nous 
représenterons l’équivalence par le signe =. | 


620. On peut prendre pour constantes dy, les secondes 
périodes cycliques des p intégrales normales de première 
espèce E,, ..., E,. Elles satisfont en effet (599) à la relation 
dxe= dix. NM faut, en outre, pour la convergence, que la 
forme ©” soit positive. Mais cette condition sera également 
remplie. 


Considérons, en elfet, l'intégrale de première espèce 


Em,E +...+ mE,=P+Qc. 
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Ses périodes cycliques sont, pour la première moitié, 


HE TN: 


el pour la seconde moitié 


Mid +... + Mpdpis ce, Nudip+e ee + Mpdpp: 


L'intégrale [ PdQ sera positive (919). Or nous avons 
K 


trouvé (983) l'expression de cette intégrale; ici elle se 
réduit à 
1 


[/4 
PCT MPG) E -. 
nl tre Dh) D 


621. Les coefficients dy, étant ainsi choisis, posons 
= E;(z) —e,;, TS mets) ee, 


C1, -.., ep étant des paramètres. Par cette substitution, 6 se 
changera en une fonction de la seule variable indé- 
pendante 3 


OLE (3) —e,,...,E,(s)—e,]—0(2), 


dont nous allons étudier les propriétés. 

À une position donnée &« du point 3 sur la surface de 
Riemann correspondent, suivant le chemin suivi par la 
variable pour parvenir en &, une infinité de systèmes de 
valeurs des intégrales E,, ..., E,. Désignons par E,(a), …, 
E, (a) l'un de ces systèmes, choisi à volonté; les autres lui 
seront évidemment équivalents. Donc les diverses valeurs 
que 4 peut acquérir au point a ne diffèrent que par des 
facteurs exponentiels. Ceux-ci n'étant ni nuls ni infinis, on 
voit que la fonction Ü s’annulera toujours aux mêmes points 
de la surface de Riemann, quel que soit le chemin suivi. 

Elle ne peut d’ailleurs s’annuler en un point donné a que 
pour des valeurs spéciales des paramètres; car Ü(a), se 
présentant sous la forme d’une série de puissances positives 
et négatives des exponentielles e?Té, ..., e?mie,, dont les 
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coefficients ne sont pas nuls (car ce sont des exponentielles) 
ne peut s’annuler quels que soient e,, .…., 2». 

A fortiori, 0(z) ne peut s’annuler identiquement que 
pour des systèmes particuliers de valeurs de e,, ..., e», que 
nous écarterons provisoirement. 


622. Les zéros &1, 4», .… de 6(3) sont des points isolés. 
En effet, aux environs d’un point quelconque a, E,, ..…, E», 
restant finies, sont développables suivant les puissances 
entières et positives d’un paramètre {; on en déduit pour l 
un développement 


Dar Es. 7) 


suivant les puissances entières et positives de 4, e,, ..…., ep. 
Ce développement permet de suivre la variation de 6 aux 
environs de a; et en utilisant des développements contigus 
à celui-là, on pourra suivre cette variation tout le long d’une 
ligne quelconque (t. [, n° 341 et suivants). 

D'ailleurs, le développement S ne peut s’annuler qu’en 
des points isolés, s'il n’est pas identiquement nul (t. I, 
n° 339). Mais, dans ce cas, les développements contigus le 
seraient aussi; 4 serait donc nul sur toute la surface de 
Riemann, hypothèse que nous avons exclue. 

Ces zéros étant isolés, il n'en existera qu’un nombre fimi 
dans toute portion finie de la surface de Riemann; mais ils 
sont également en nombre fini dans les environs de chacun 
des ñn points à lPinfini; leur nombre total est donc borné. 

Enfin, 1ls varient d’une manière continue avec e,, ..., ep. 
Soient, en effet, «a l’un de ces zéros, à son ordre de mulupli- 
cité. L’équation 


SCLS CAPE ed 
ayant x racines nulles, admetira, pour des valeurs de 


1, -.., ep infiniment voisines de celles que l’on considère, 
u racines infiniment petites (332). 
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623. Pour déterminer le nombre 4 des zéros &a,, a, .…, 
Joignons un point arbitraire O aux p rétrosections, par des 
lacets M;CD,C7'D7'M5! tracés de manière à éviter ces 
zéros. Soit, comme précédemment, K le contour constitué 
par ces lacets. [Il transforme la surface de Riemann en une 
surface s simplement connexe, dans l’intérieur de laquelle 
E,, ..., E,, et par suite, 0, seront synectiques. L'intégrale 


1 
— | dlogô 
2Tt JE 


, : dlocô 
sera donc égale à la somme des résidus de 2 pour les 


dt 
points &,, ..…, 4. Or, à un zéro a de multiplicité 4, corres- 
pond un résidu u. La valeur de l’intégrale sera donc égale 
à q. 

Pour la calculer directement, cherchons la valeur de 
l'intégrale prise le long des lacets M;C;D,C7'D7'M7". 

Lorsqu'on décrit la partie C;D,C;'D;!' du lacet de 
dog 


? 
dz 


sépareuM; de M50É,,%, E,:et, par suite, 4, 


reprennent au retour leurs valeurs primitives. Donc 


11 + +0; 
M My! 


l 


Lorsqu'on décrit le contour C;", les intégrales E;, ..., E, 
reprennent leurs valeurs primitives, sauf E, qui diminue 
d'log0 


A que changent pas ; donc 


d’une unité; 6, 


Mais, lorsqu'on décrit D, E,, ..., , s’accroissent respec- 
tivement de d,,, .…, ds; 0 se reproduit, muluplié par 


Ti[—2(E;—-e)—dn]. 
Et ce à ma 


d logô nr : dE, | 
diminue de 27ri —— ; donc 
dz dz 


1 ] abs 
ef = feriati= eur 
QT L Q Cr 297 c 


-L 
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Chaque lacet donnant un résultat analogue, lintégrale 
totale est égale à p. Donc la fonction 0 admet p zéros. 


624. Calculons de même l'intégrale 


= J Exdiogs. 
ati Jy 


Elle sera égale à la somme des résidus de la foncuon 
d log 8 


Ex dt 


SOL 4 


DCE PRET 


U 


(Ex)4, désignant la valeur de Ex au point a; lorsque la 
variable 3 se rend de sa position initiale au point a; en 
restant dans la région s. 

Calculons directement cette intécrale. On a encore 


et de même 


[+ AU) (ukair 
D D," 


L 


d log 0 La ; : 
car Ex TT ne changent pas quand on décrit C7". Mais si 


{= k, Ex diminuant d’une unité, on aura 


f+f =f dis 
D D et D: 


Or, le long de D;, log s'accroît de 
Til— 2(E;— ex) — dyx] + 2SxTt, 


gr désignant un entier et ex la valeur de Ex au commen- 
cement du contour D;. Donc 


I pie I 
rad: —- ee Ex — Ex — — dyy + Ek: 
2m | “ 2 
k Dx 


"NL è d'log8 
Enfin, lorsqu'on décrit D,, Ex s'accroît de dy et 8 


dz 
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L4 A + dE 
décroît de 2x2 {. Donc 


dz 


mr.) 


1 = J Lex dlog6 — (Er + TN Aloe red 


rs ce, diet 5] di086 + di [+ E; dE, 
2Ti 


Ci C7 


, 9 A . , I 
Or, lorsqu'on décrit C7, E s'accroît d’une unité, et — log 
À à DT TIMES 
d’un nombre entier, qu’on peut représenter par — hy;—1. 
L'expression précédente se réduit donc à 


fe dEy + hrdys. 
e C1 
Si donc nous posons, pour abréger, 
I nm 
eue ee ù Lx dE 6p, 
D I G 


quantité indépendante des paramètres €,, ..., ep, nous 
aurons finalement l'égalité 


= 
D ae Cr 0 EE OT 2, id (k #10 Das 
£ 
et, par suite, l’équivalence 
(10) DEC) cr He ET 
LA 


E, (ai), .…, E, (@i) désignant l’un quelconque des systèmes 
de valeurs que les intégrales E,, ..., E, peuvent prendre au 
point &i. 


623. Supposons que les paramètres e;, .…, e, varient 
progressivement à parur des valeurs initiales e,6, ..…., epo. 
Soient @395 +. Apo, les Zéros de la fonction 4 à l'instant 
initial. Ils varient en même temps que les paramètres en 
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décrivant des lignes continues L,, ..., L,. On aura à l'instant 
initial 


D Ex(aio) = exo — 94 CAE, I 
L 
Retranchons ces relations des précédentes, 1l viendra 


2, Lx (a) 74 E;(a;)] = Ex — Co: 


et par suite 


DATE (ki... p). 
1, 


Mais, dans ces dernières relations, les deux membres ont 
des valeurs entièrement déterminées; ils varient d’une 
manière continue et s’annulent tous deux à linstant imitial. 
Ils sont donc non seulement équivalents, mais égaux (590). 

Nous retombons ainsi sur le système des équations (2). 
Nous avons vu que celles-ci permettent de suivre le dépla- 
cement des points &;, ..…., a) lorsque e,, ..., €) Varient, tant 
que ces paramètres ne passent pas par un système de valeurs 
Éric UC IOMeNtE 

Nous avons vu, en outre, que pour un système de valeurs 
de cette forme, les positions des points &,,..…., a» cessent 
d'être déterminées. La fonction 


O(E, —e,. sente" E,—e,): 


au lieu d’avoir p zéros, en aura une infinité; elle sera donc 


identiquement nulle. 


626. On peut construire une fonction 4 admettant p zéros 
&1, .…, ap donnés arbitrairement. Il suffira pour cela de 
déterminer e,, ..…., e) par les équations (2). Les lignes L; 
pouvant êlre tracées à volonté entre Îles points a; et &;, on 
pourra satisfaire à la question par une infinité de systèmes 
de valeurs de e,, ..., e», lous équivalents entre eux. 


627. Nous avons ainsi établi l’existence d’un système de 
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valeurs des paramètres tel que la fonction 4 s’annule aux 
points donnés a,, ..…., an. Mais les équations (2) qui nous 
ont fourni ce résultat seraient peu propres au calcul effectif 
de ces valeurs, car elles contiennent les constantes @,5, ..., 
po; Qu'il serait malaisé de déterminer. I vaut mieux recourir 
aux équivalences (10), le calcul des constantes 54 étant plus 
facile. Ces formules donnent 


î = 


D'après ce que nous venons de voir, 1l faut et il suffit que 
les ex aient cette forme pour que la fonction 


EE) O[E,(s)=— e&, ..., E,(s)— ep] 


ait pour zéros les points &,, ..., &p. 

Supposons e,,..., €) ainsi choisis. Par les points @:,..., 4p 
faisons passer une adjointe d'ordre #7 —3; elle coupera f 
en p — 1 nouveaux points &>, ..., 4» et, d'après le théorème 
d’Abel, les expressions 


VASE -4 D 
E,(a;) + Head Te Vs A PRET: 
2, Eater) + D Ext =rte (ZT ..p) 


resteront constantes Si G», .…, &h varient (ou du moins 
seront équivalentes à un système de constantes). Pour les 
calculer, on pourra assigner à @:,..., @h un système de 
valeurs particulières; par des opérations algébriques on 
déterminera les points %, ..., %,; el par des quadralures, 
on obtiendra les quantités +4. 

Cela posé, considérons 3, G», .…., ah Comme constants, et 
a, comme une variable. L'expression (11) s’annulera pour 
a; —=3; mais elle s’annule aussi, que ue soit 3, lorsque 
&i, .., &p sont sur une même adjointe d’ordre n — 3 (625). 
Donc elle admet aussi les zéros 42, ..., 2). D'ailleurs, la 
fonction @ étant paire, elle pourra se mettre sous la forme 


O!e; — E; (2), DRE: ep — Ep(3)] 
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ou 
O[E,(a;)— 81, ..., E,(a;) —e,] 
en posant 


Pour qu’elle admette: les zéros 2, &, ..,4), a1lfaudra 
qu'on ait 
I 


ie Di 0. d'où og =—-Tx. 
2 


(9 ; : BCÈ e e 
628. Soient comme précédemment (3,, ur), (22, up) 
les coordonnées des zéros 4,,..., a, de la fonction Ü; et 


soit 
: UE) 
EU D(z,u) 


une fraction rationnelle quelconque en 3, &w. Les p quantités 
Vi Ne) 
sont les racines d’une équation de degré p 
IX — #1) XPH AIX? SSI 


dontles coeflicients sont des fonctions uniformes de e,,...,ep; 
et le problème de l’inversion consiste à trouver l'expression 
de ces coefficients. 

Nous pouvons évidemment supposer, pour traiter cette 
question, que le degré de ® est au moins égal à celui de W'; 
car dans le cas contraire ilsuflirait de former l'équation qui 


. L 
a pour racines les quantites nr 
QU 


629. Considérons la fraction 
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À désignant une constante. Elle a évidemment pour Zéros 
ceux des points d’intersection de f et de Àd—W dont la 

Le 4 . WE DA LR À 
position dépend du paramètre À. Désignons-les par b*,..., bé. 
Si À varie de manière à tendre vers æ, ces points décriront 
des lignes L,, ..…., L, aboutissant à des points b,, ..…., b, qui 
sont ceux des points d’'intersection de f et de ® qui ne sont 
pas sur la courbe W. Ces points b,, ..., b, seront les pôles de 
la fraction. 

Soit E; une intégrale normale de première espèce; 
désignons par Ex (0) lune quelconque des valeurs qu'elle 
prend au point b, et par Ex tb celle de ces valeurs au 
point ne qui est déterminée par la relation 


E(0) + [| Te 
La 


On aura, d’après le théorème d’Abel, 
KDE dE = 2IE BA) AU 


630. Cela posé, considérons l'expression 


ob ent ME (b) ee, | 
3 H — m as [221 L 
SE SALE ee PR SE OLA PP 
Remplacons les quantités e,, ..., e, par leurs valeurs 


S GPL 
= À Er(ar) + ox = Ex(e) — D Ex(oi) +54 + ou 


P 
= E,(a)— D Eco) — a 


et changeons les signes de tous les arguments, ce qui n’altère 
pas les fonctions paires ©. Cette expression prendra la 
forme 

[sir hrs hs Pluie Ep] 


O[E; (a) AU ET en 19 Éstase rl 


J. — II. 4 
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en posant, pour abréger, 


P 

Emk — Ez( Dr + Ex(@;) "TARDE 
2 
— P 

Er — E;(b?,) +Ù Ez(@;) + Tx: 
2 


Considérée comme fonction de @,, elle est uniforme sur 
15 
toute la surface de Riemann; car chacun de ses facteurs 
reste inaltéré si l’on accroît d’un entier l’une des intégrales 
E,(a;), .…, E,(a,); et si on les accroît simultanément des 
1 )) >» Lp(@i); 
périodes d,7, ..., dr, 1ls sont respectivement multipliés par 
des exponentielles, avant pour somme de leurs exposants 
P » AY P P 


aride Ent) ee ri S [E, (0) —— E(b,)| mn Qi 
L 1 


Chaque facteur du numérateur admet d’ailleurs pour zéros 
À 


m° 


les points œ, ..…, 4, et l’un des points b;. Le facteur corres- 
pondant du dénominateur a les mêmes zéros, sauf b}, qui est 
remplacé par db». 

Donc H, considéré comme dépendant de &,, est une 
fonction rationnelle des coordonnées 3,, &,, ayant les mêmes 


zéros et les mêmes pôles que la fonction 
Le AËTT ui). 


Donc elle est égale au produit de celte fonction par un 
facteur indépendant de z,, wi. 

Comme on peut faire le même raisonnement pour chacun 
des points &>, ..…., &), On aura finalement 


(13) H = CI (2 — y;) = C[AP+ AP + ...], 
C étant une constante, qu’on pourra déterminer en assignant 


à &i, .…, &p un système de valeurs particulières. 
En donnant successivement à Àp valeurs paruculières 


À, Àp, nous obtiendrons p relations de la forme 
Ne er ne CU 
P+ A; me +, + RE ( 1) 000 D 


dont la résolution donnera les coefficients A,, ..., A,. 
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631. Soient (z3,, w:), ..…, (3p, Up) p points variables, 
décrivant des lignes L,, ..., L, entre leurs positions initiales 
1, -., @p et leurs positions finales b,, ..., b,. Posons 


E;(a;) A f di F(6,) 
EM 


et considérons la fonction 


C’est une intégrale abélienne. En effet, si l’on fait décrire 
5 ; 
à z un contour fermé quelconque, les valeurs initiales de 
E,(z), .... E,(z) seront remplacées par des valeurs finales 
ONE D Î 
équivalentes ; le quotient des deux fonctions @ se reproduira 
multiplié par une exponentielle dont l’exposant est une 


, 0 y, . . dI 2 , ’ 
constante, et sa dérivée logarithmique — restera inaltérée. 


dz 

C’est donc une fonction uniforme. D'ailleurs = 

points critiques les pôles simples a; et b;, les résidus corres- 

pondants étant — 1 et +1. Donc I est bien une intégrale 

abélienne, ayant les points logarithmiques a; et b;. 
D'ailleurs, lorsque z décrit un des contours C7, les 


fonctions @ ne sont pas altérées, et [ ne peut varier que de 


a pour 


multiples de 27é. Ses premières périodes cycliques seront 
donc des multiples de 27£. Elles varient d’ailleurs d’une 
manière continue lorsque les points b; se déplacent (tant que 
les lignes L; ne rencontrent pas les coupures Cz). Mais, dans 
leur position initiale, I se réduit à la constante log 1 — 0. 

Les premières périodes cycliques, étant nulles à cet instant, 
resteront telles dans toute la suite du mouvement; on aura 
donc 


(15) [=26 20 


C étant une constante, car elle n’a plus de pôle, et ses 


premières périodes cycliques sont nulles. On pourra, si l’on 
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veut, faire disparaître cette constante en changeant l’origine 
des intégrales G%. 

L'égalité (15) étant ainsi établie tant que les points 3 et b; 
ne traversent pas les coupures C7, subsistera de quelque 
manière que varientces quantités, car ses deux membres 
sont des fonctions analytiques des coordonnées des points z 


er D;. 


632. Supposons que les points a; se réunissent en un 
même point @, et les points D; en un même point b. 
L’équation précédente deviendra 


O2 Elta) = benne El 
16 Gè—] Re Re TR NT NE ne ee 
CO EPS San EYE D ie 


633. On peut également exprimer les intégrales de seconde 
espèce FF au moyen de [a transcendante 0. 
Soit en effet 3’ un point situé dans le voisinage du point 


fixe a; considérons l'expression 
I—1log0[..., Ez(3)—pE;:(z) — 04, ...]. 


On pourra développer Ex(3/) suivant les puissances 
entières et positives d’un paramètre {, qui s’annule pour 
! 

AT à 


Si 3 décrit un lacet M,C,M;! aboutissant à un contour Cy, 
@ ne sera pas changé; son logarithme ne pourra varier que 


: US PT CT TES ; : 
d'un multiple de 2 #1, et la dérivée ra eslera invariable. 


Si z décrit un lacet aboutissant à un contour D,, E4 


s’accroîitra de dy; loy@ s’accroîtra d’une quantité de la 


forme 


ril—2E,/(:) +2pE;(s:) +20, — dy|+2mrt 


. . du] , A 
(m étant entier); et PTIT accroîtra d’une constante. 


Donc si cette fonction n’a pour points critiques que des 
pôles, ce sera une intégrale réduite de seconde espèce. 
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Or son seul point critique est le point z° où @ s’annule. 
Lorsque z se meut aux environs de ce point, il sera dans les 
environs du point a; on pourra donc développer E;(z) de 
la même manière que E;(3'); il n’y aura de changé que la 
valeur du paramètre, qui sera différente de £/; appellons-la £. 

Le point 3! étant un zéro de multiplicité p pour la 
fonction @, le développement de cette fonction suivant les 


puissances de t, £’ sera-de la forme 


O—=(t— 1) 00 + Lot + Lol +...) 


+ | du 
La partie infinie de Î sera plog(t —1') et celle de TRE 
_ (u—t)!p 
sera rer Ts 
On aura donc 
du } 


€ désignant une constante (car c’est une intégrale réduite 
qui n’a plus de pôle). 
Faisons enfin tendre z/ vers a; nous aurons pour déter- 


miner F% la relation 


> ee — nr) p. 
(17) ÉET 1)! pF5+C. 
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11 en descendant 


10 en remontant 


5 id. 

7 id. 

$S en descendant 
9 id. 

1 en remontant 
5 id: 

4 en descendant 
8 en remontant 
al id. 

7 en descendant 
o id. 

5 id. 
10 id. 

6 id. 

3 id. 

s) id. 

3 id. 

13 id. 

6 en remontant 


1 en descendant 


12 id. 
5 en remontant 


IA id. 
o en descendant 


Au lieu de. 


V(oHT 
quatités 
1— qg"? 
représente 
Pis 
celle 
(n+uw,) 
J soit 


J 
Cæ+D 


vertu des vertu 
appliquant 


SCA 
VA Von 
6,(0) 

d(v+T) 

quantités 

T— qe 

présente 

P13 
CEULE 
(u+w,} 


J soit 


vertu 
(reporter ce mot 
à la ligne 8) 
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